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SADRZAJ



Poglavlje 1

Pellovske jednadzbe

1.1 Jednadibe z? — dy® = £1, +4

Diofantska jednadZba oblika
v —dy? =1, (1.1)

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednadzba.
Slu¢aj kad je d potpun kvadrat ne¢emo razmatrati jer je tada ocito da jednadzba
(1.1) ima samo trivijalno rje¥enje x = +1, y = 0. Ova jednadzba je dobila ime
po engleskom matemati¢aru Johnu Pellu, kojem je Euler pogresno pripisao za-
sluge za njeno rjeSavanje. Neke pojedine jednadZbe ovog tipa nalaze se u tek-
stovima starogr¢kih matematitara (Arhimed, Diofant), ali prvi su ih sustavno
proutavali srednjovjekovni indijski matemati€ari (Brahmagupta). Od europskih
matemati¢ara, metode za rjeSavanje Pellovih jednadzbi dali su Brouncker, Fer-
mat, Euler i Lagrange, koji je prvi dao i striktan dokaz korektnosti predloZene
metode.

Navedimo prvo nekoliko primjera gdje se pojavljuje Pellova jednadZba. Pro-

motrimo problem nalaZenja prirodnih brojeva koji su u isto vrijeme i trokutasti i

kvadrati. Prisjetimo se da su trokutasti brojevi definirani sa T;, = @ Znati
trazimo prirodne brojeve x tako da je @ =142 za neki cijeli broj y. Tada
dobivamo 422 + 42 = 8y?, odnosno

(22 +1)* =8> =1, (1.2)

Sto je Pellova jednadZba sa d = 8. Najmanji pozitivan x # 1 koji zadovoljava
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6 POGLAVLJE 1. PELLOVSKE JEDNADZBE

(1.2) je x = 8, $to nam daje trokutasti broj 36 koji je ujedno i kvadrat. Uskoro
¢emo pokazati da postoji beskonaéno mnogo takvih brojeva.

Drugi primjer je traZenje cjelobrojnih (primitivnih) Pitagorinih trojki, ije se
duljine kateta razlikuju za 1. Znamo da su stranice takvog trokuta dane sa m?—n?

i 2mn za m i n prirodne brojeve. Tada moramo naci m i n za koje vrijedi
m? —n? — 2mn = +1.

To moZemo zapisati
(m —n)? —2n* = £1,
$to je primjer Pellove jednadZbe s d = 2. Jedno od rje3enja te jednadzbe je
m —n = 3, n = 2, §to nam daje trokut sa stranicama 20, 21 i 29.
Sada ¢emo pokazati da jednadzba (1.1) uvijek ima netrivijalno (y # 0)

rjeSenje. Prvo nam treba jedna jednostavna lema.

Lema 1.1 (Dirichlet) Neka je s prirodan broj. Tada uvijek postoje cijeli brojevi
x Iy tako da vrijedi

1 1

lz—yVd| < = < —.

s~y

Dokaz. Za svaki cijeli broj y tako da je 0 < y < s, definiramo z = [y/d].
Tada za svaki takav par (z,y) vrijedi

0<x—y\/a<1.

Ako podijelimo segment [0, 1] na s disjunktnih podintervala Sirine %, zaklju¢ujemo
po Dirichletovom principu da dva od s+1 parova (z,y), recimo (z1,y1) i (2, ya),
zadovoljavaju da z1 — y1V/d i x5 — y2V/d le¥e u istom podintervalu. Kako je
Y1 # Yo, vidimo da su i 1 — yl\/c_l i L9 — yQ\/E razli¢iti i

1 1
S < — yl\/g_ (22 — yQ\/E) < 3’
odnosno .
|LL’1 — T9 — (y1 — ’yz)\/E| < ;
Takoder kako je |y; — y2| < s, dobivamo

1

1
|.fL'1 — Ty — (yl —yg)\/a\ < — S _.
s 7 |y1 — v
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Korolar 1.1 Postoji beskonatno mnogo parova cijelih brojeva (x,y) tako da je

1

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji samo konadan skup S takvih
parova (z,y). Tada postoji minimalan prirodan broj M tako da je

% < min{|z — yv/d| : (z,y) € S}.

Sada po lemi (za s = M) postoje cijeli brojevi 2’ i 3/ tako da je

1
|7/ y\f!<—<

ly|

Kako je |2/ — y/Vd| < ﬁ, imamo (z’,y') € S. No s druge strane dobivamo

1
|2 — y’\/al < i < min{|x — y\/3| (z,y) € S},

Sto je kontradikcija. [ |
Teorem 1.1 Pellova jednad?ba x* — dy* = 1 ima barem jedno netrivijalno
rjesenje.

Dokaz. Ozna&imo sa S beskona&an skup svih parova cijelih brojeva (x,y)

tako da je

1

Tada za sve (x,y) € S vrijedi

1
22 = diP| = o =yl + Vil < o (e =Vl + 20V ) <

<i( +2\y|\/_)——+2\/_<1+2\/_
lyl \ly|

Kako je 1+ 2+/d fiksirano, ponovo po Dirchletovom principu, postoji beskona¢no
mnogo parova (x,y) € S tako da je

2 —dy? =k
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za neki fiksan k € 7Z za koji vrijedi |k| < 1+ 2v/d. Tada takoder postoji
beskona¢no mnogo takvih parova &ije su vrijednosti x i y jednake modulo k.
Neka su (x1,y1) i (z2,y2) dva takva para za koje vrijedi x; # Lo i y; # Lypo.
Tada se lako provjeri da vrijedi

(1’11‘2 — dy1y2)2 — d(l’lyg — ZEle)Q = ]{?2. (13)

Sadaiz z1ys—x2y; =0 (mod k), zaklju¢ujemo da jeizxe — dy1yo =0 (mod k).
Pa ako podijelimo (1.3) s k& dobivamo

2 2
122 — dy1Ys —_d T1Y2 — T2l _1
k k ’

§to nam daje netrivijalno rjeSenje jednadzbe (1.1) ako je z1ys — xay; # 0. No
ako je w1ys — xoy; = 0, tada je x129 — dy1y2 = +k, a ove dvije jednakosti
istovremeno mogu biti zadovoljene samo ako je 1 = x5 i y; = £ys, $to smo

uzeli da ne vrijedi. [ ]

Najmanje rjeSenje (z,y) u prirodnim brojevima Pellove jednadzbe (1.1), nazi-
vamo njeno fundamentalno rjeenje i oznatavamo ga s (1, 1) ili 1 4+ y1Vd.

DokaZimo sada da jednadzba (1.1) ima beskonagno mnogo rjesenja.

Lema 1.2 Ako je (z,7) rjeSenje jednadzbe (1.1), onda je x + y\/d > 1 ako i
samo ako vrijedi x > 0, y > 0.

Dokaz. Ako vrijedi z,y > 0, jasno je z+yv/d > 1++/d > 1. S druge strane
ako je z 4+ yvd > 1, iz (z + yv/d)(x — yv/d) = 1, dobivamo

1
v -yl = —— <1,
| | x+y\/6_i

odnosno —1 < = — yv/d < 1, §to zajedno s = + yv/d > 1 daje z,y > 0. |

Teorem 1.2 Pellova jednad?ba 22 — dy? = 1 ima beskona&no mnogo rjeSenja.
Ako je (z1,y1) njeno fundamentalno rjeenje, onda su sve rjeSenja (u prirodnim
brojevima) ove jednadZbe dana formulom

T+ yoVd = (z1 + 1 Vd)", n €N, (1.4)
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a:n:x’f+( )dx" 2 2+( )d2 Tt
yn:nx?lyl—l—(g)da:” 3 3+(5>d2 TP

Dokaz. Iz (1.4) dobivamo z,, — y,v/d = (21 — y1v/d)", pa imamo

odnosno

oy — dyy = (a7 —dy})" = 1.

Odnosno zaklju¢ujemo da su (x,,y,) doista rjeSenja nase Pellove jednadZbe i da
ih ima beskona¢no mnogo.

Pretpostavimo sada da postoji neko rjesenje (s, ) u prirodnim brojevima koje
nije oblika (x,,y,) za n € N. Tada postoji m € N takav da vrijedi

(21 + 1 Vd)™ < s+ 1Vd < (21 + i Vd)™
Odnosno koristeéi (x1 — yl\/gl)m = (z1 + yl\/a)‘m dobivamo
1< (s+ t\/a)(:m — yl\/c_l)m <z + ylx/a.
Definirajmo sad a,b € Z sa a + bv/d = (s + tv/d)(z1 — y1vV/d)™. Tada je
a® —db* = (s* — dt*) (23 — dy?)™ = 1.

Nadalje iz a + bv/d > 1 zakljuujemo po prethodnoj lemi da je a,b > 0. Sada
smo dobili da je (a,b) rjedenje jednazbe z? — dy? = 1 u prirodnim brojevima za
koje vrijedi a + bv/d < 1 + y1V/d, ¥to je kontradikcija. |

Napomena 1.1 [z (1.4) se lako dobiju rekurzije za nizove (x,) i (y,). Naime
vrijedi

Ty = 201 Tp—1 — Tn-2, Yn = 201Yn—1 — Yn—2, N > 2,

gdje je (x1,y1) fundamentalno rjesenje jednadzbe (1.1), a (xo,y0) = (1,0) njeno
trivijalno rjesenje.

Sada vidimo kako moZemo dobiti sva rjeSenja jednadzbe (1.1) ako znamo
njeno fundamentalno rjeSenje. No prethodni teoremi nam ne govore kako to

rjeSenje naci. Vidjet ¢emo da to nije sasvim jednostavan problem. Recimo kad
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bi uvrstavajuci redom prirodne brojeve htjeli nadi najmanji x za koji jednadzba
2? — 1621y = 1 ima rjedenje, prodlo bi dosta vremena prije nego bi taj = nali.
U ovom slu¢aju takav x ima 76 znamenaka. No prije nego prijedemo na metode
za nalazenje fundamentalnog rjeSenja, pozabavit éemo se i ostalim jednadZbama
iz naslova ovog odjeljka. Te jednadzbe se isto ¢esto nazivaju Pellove jednadzbe.

Za razliku od Pellove jednadzbe (1.1), jednadzba
2 —dy® = —1 (1.5)

ne mora imati rjeSenja u cijelim brojevima. NuZan uvjet da jednadzba (1.5) ima
rjeSenje je da d nema prostih djeljitelja oblika p = 4k + 3. Naime —1 mora
biti kvadratni ostatak modulo d. No taj uvjet nije i dovoljan. Jedan od kriterija
za rjeSivost ove jednadZbe je duljina perioda u razvoju u veriZni razlomak broja
Vd, $to ¢emo uskoro vidjeti. Ako jednadzba (1.5) ima rjedenja, onda njeno
najmanje rjeSenje u prirodnim brojevima zovemo fundamentalno rjeSenje. Tada

vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 1.3 Pretpostavimo da jednad?ba z*> — dy?> = —1 ima rjeSenja i neka
je x1+y1\/d njeno fundamentalno rjesenje. Tada je (x14+y1 \/c_l)2 fundamentalno
rieSenje jednadzbe x>—dy?® = 1. Nadalje ako definiramo x,+y,\/d = (z14y,v/d)",
tada su s, + yon\V/d sva riesenja jednadzbe x® — dy® = 1, a Zons1 + Yoni1Vd
sva rjedenja jednadZbe x* — dy* = —1 u prirodnim brojevima.

Dokaz. Kako je x,, — y,V/d = (x1 — yl\/a)", imamo
vy —dys = (27 — dy})" = (=1)",

pa je zaista g, + 2,V d rjedenje jednadzbe (1.1), a Zoni1 + Yons1Vd rietenje
jednad?be (1.5). PokaZ%imo sada da je (z; + y1/d)? fundamentalno rje¥enje
jednadzbe (1.1). Pretpostavimo suprotno, da za fundamentalno rjefenje a+bv/d
vrijedi

1 <a+bVd < (z1 4 yVd)2
Tada iz (21 + 11V d)(—z1 + y1V/d) = 1 zaklju€ujemo 0 < —x1 + 11V/d < 1, pa
imamo

21+ Vd < (a+bVd)(—x1 +yVd) = s +tVd < 7, + V.
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Nadalje vrijedi s2 —dt?> = —1. |z s+t/d > 0i s—t\/d < 0, zaklju€ujemo t > 0.
Ako je s > 0 onda dobivamo rjeSenje jednadzbe (1.5) u prirodnim brojevima za
koje vrijedi s +tv/d < 1411V d $to je kontradikcija. Ukoliko je pak s < 0, tada
iz —x1 +y1Vd < s+tV/d, zakljutujemo —s+tv/d < z14+11Vd, pa je |s| +tV/d
rjeSenje jednadZbe (1.5) u prirodnim brojevima koje je manje od fundamentalnog
Sto je opet kontradikcija.
Ostalo je pokazati da su sva rjedenja od (1.5) sadr#ana u nizu (Zap14+Yons1Vd).

Pretpostavimo suprotno, da postoji neko rjedenje u+vv/d u prirodnim brojevima

od (1.5) koje nije u tom nizu. Tada postoji m € N takav da je
(z1 + 1 Vd) ™ < u+oVd < (zy + V)
Ako ove nejednakosti pomnoZimo s (x1 — y1v/d)*", dobivamo

—$1+y1\/3<0+7\/3<x1+y1\/g,

gdje vrijedi 02 —d7r? = —1. No malo prije smo pokazali da takvi o i 7 na postoje.

|
Primjer 1.1 JednadZba x> — 40y?> = —1 nema rje$enja. Naime, fundamentalno
rieSenje jednadZbe x*> — 40y?> = 1 dano je sa 19 + 3v/40. Kad bi jednadZba
22 —40y? = —1 imala rjeSenje onda bi za njeno fundamentalno rjesenje x+1+/40

vrijedilo (x + y+/40)? = 19 + 3v/40, odnosno sustav jednadzbi
2 +40y* =19, 22y = 3
bi imao rjeSenje u prirodnim brojevima sto je olito nemoguce.

Takoder je poznato da neki specijalni oblici broja d impliciraju rjeSivost jed-
nadzbe (1.5).

Propozicija 1.1 Akojep prost brojip =1 (mod 4), onda jednadZba z>—py? = —1
ima rjesenja.

Propozicija 1.2 Akojep prost brojip =5 (mod 8), onda jednadzba x*—2py? = —1
ima rjesenja.

Propozicija 1.3 Ako je su p i q prosti brojevi i p,q =5 (mod 8), onda jed-
nadzba x? — 2pqy* = —1 ima rjedenja.
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Propozicija 1.4 Ako je su p i q razliCiti prosti brojevi za koje vrijedi p,q = 1
(mod 4) i (2) = —1 onda jednadzba 2% — pqy? = —1 ima rjedenja, gdje je sa

(—) oznacen Legendreov simbol.

Promotrimo sada jednadzbu
? —dy* = 4, (1.6)

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Odmah je jasno da ova jednadZba
uvijek ima rjedenja u prirodnim brojevima. Naime, ako je (x,y) rjeSenje jednadzbe
r?—dy* = 1, onda je (2, 2y) rjedenje jednadzbe (1.6). No za neke d-ove postoje
i rjeSenja koja se ne dobivaju na ovaj nacin. Sljedeéi teorem se dokazuje potpuno

analogno Teoremu 1.2.

Teorem 1.4 Sva rjedenja jednadzbe x> — dy* = 4 u prirodnim brojevima dana

Su sa

n €N,

2 2

gdje je (x1,y1) fundamentalno, odnosno najmanje rjeSenje te jednadzbe.

Promotrimo sada $to se dogada u ovisnosti o parnosti brojeva x; i y;. Kako je
odmah jasno da ne moZe biti da je x neparan, a y; paran, preostalo je razmotriti
tri slu¢aja.
Prvo, ako su x; i y; oba parni, onda su x, i y, parni za svaki n € N i
o2 4 %\/3 je fundamentalno rjedenje jednadzbe 22 — dy? = 1.
Ako je xy paran, a y; neparan, vidimo da je d = 0 (mod 4), odnosno
d = 4d'. U tom slutaju je & +y;/d’ fundamentalno rjefenje jednadzbe 22 —d'y* = 1.
Ukoliko su pak x; i y; neparni, nemamo odmah direktnu vezu s Pellovom

jednadZbom. No u tom slucaju vrijedi
d=dy} =22 —4=5 (mod 8).

Znadi nuZan uvjet da bi jednad?ba 2?2 — dy? = 4 imala rjedenja u neparnim
brojevima jest d = 5 (mod 8). No to nije i dovoljan uvjet, jer na primjer za
d = 37 dobivamo da je fundamentalno rjedenje od z? — 37y> = 4 jednako

(146,24), a onda su sva rjedenja parna.
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Propozicija 1.5 Ako jednad?ba x> —dy? = 4 ima rjeSenja u neparnim brojevima

i ako je x1 + y1/d njeno fundamentalno rje3enje, onda je

3
d 1 1
(H%f) = L By + 5 Baun + i)V

fundamentalno rjeSenje jednadzbe 2> — dy® = 1.

Dokaz. Kako su x; i y; neparni, vrijedid =5 (mod 8). Tada je

21+ 3dyi =1+15=0 (mod38), 322 +dy; =3+5=0 (mod 8).
No onda su brojevi uy = (2§ + 3dx1y7) i vi = (3xiys + dy3) cijeli i vrijedi
u? —dvi = (%—dy%)g = 1. Pretpostavimo sada da u; +v;v/d nije fundamentalno

riedenje jednadzbe 22 — dy? = 1 te neka je s; + t;3/d njeno fundamentalno

rieSenje. Tada vrijedi

3
1<sl+w&<(w) .

Kad bi vrijedilo s;4+t,Vd < ++“3 dobili bi rje¥enje 25, +2t,1/d jednadzbe (1.6)

va\2
koje je manje od 1 +y;V/d. Takoder ne moze vrijediti s1 +t,vd = (%) ,
jer broj % nije cijeli. Pa zaklju€ujemo da je

1 i+1
<x1+2yl\/c_i> s 4tV < (xl +2yl\/c_i> |

i
za i = 1 ili = 2. Sada mnozeéi ove nejednakosti sa <M) dobivamo

a+b\/a IL‘1+Z/1\/E
<—5—< ; ,

gdje vrijedi a? — db? = 4, ¥to je u kontradikciji s minimalno¥¢u od z1 + y;V/d. W

1

Primjer 1.2 Fundamentalno rjesenje jednadZbe
2?2 -5yt =4
dano je sa 3+ /5, pa je fundamentalno rjelenje jednadzbe

2 =5t =1

2

3
dano sa <3+‘/5) =9+ 44/5.
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| na kraju dolazimo do jednadzbe
2 — dy® = —4. (1.7)

Ta jednad?ba ne mora imati rjedenja. Ako pak jednad?ba 2% — dy?> = —1 ima
rjeSenja, onda i jednadzba (1.7) ima rjeSenja u parnim brojevima. No ova jed-
nadZba moZe imati rjeSenja i u neparnim brojevima, npr. za slu¢aj d = 5 imamo
rieSenje (z,y) = (1,1). NuZan uvjet za postojanje rje$enja u neparnim brojevima
je ponovo d =5 (mod 8). Sljedeli teorem se dokazuje potpuno analogno kao
teorem 1.3.

Teorem 1.5 Pretpostavimo da jednadZba x* — dy* = —4 ima rjeSenja. Neka
je nadalje x1 + y1V/d njeno fundamentalno rjesenje. Tada su sva rjeSenja te
JjednadZbe dana sa

In—l—yn\/a_ $1+y1\/a
2 B 2 ’
zan € N in neparan. Nadalje, fundamentalno rje$enje jednadZbe x> — dy? = 4

2
Tatyavd _ (x1+y1\/3)
2 - 2 :

dano je sa

Prije nego prijedemo na metode za traZenje fundamentalnog rjeSenja, spomenimo
da su upravo spomenute Pellove jednadZbe u uskoj vezi s pronalaZzenjem jedinica
u realnim kvadratnim poljima.

Neka je d cijeli broj koji nije potpun kvadrat. Tada skup svih brojeva oblika
uw+ vVd, u,v € Q, uz uobiajene operacije zbrajanja i mnoZenja kompleksnih
brojeva, €ini polje koje zovemo kvadratno polje i oznaavamo ga s Q(\/c_l) Kako
je Q(vVdm?) = Q(vd), za m € Qi m # 0, mozemo pretpostaviti da je d
kvadratno slobodan. Za svaki element o € Q(v/d) postoji jedinstveni normiran
polinom minimalnog stupnja s racionalnim koeficijentima koji ponistava «. Taj
polinom zovemo minimalan polinom od «. Ukoliko su koeficijenti tog polinoma
cjelobrojni, onda kaZzemo da je « cijeli broj. Cijeli brojevi u Q(\/c_l) ¢ine prsten
koji oznaavamo s O@(\/g). Prsten cijelih brojeva u kvadratnim poljima mozemo

opisati u ovisnosti o d. Naime, ukoliko je d =2,3 (mod 4), onda je

Ogay = {u+v\/c_l TGRS Z} = Z[V4d).
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Ukoliko je pak d =1 (mod 4), onda je

u+v\/a

1+Vd
OQ(\@:{ 5 Cu,v €L u=0 (mod?)}:Z

2

Invertibilne elemente prstena (’)Q(ﬂ) zovemo jedinice polja @(\/c_l) Nadalje normu
elementa @ = u + vv/d € Q(v/d) definiramo kao

N(a) = (u+ vVd)(u — vVd) = u* — dv®.
Za normu vrijede sljedeca svojstva:
o N(af) = N(a)N(p)
e Nla)=0&<a=0
e a €0y e Na)eZ
e a € Ogy g e jedinica & N(a) = £1

Sada je jasno da je problem pronalaZenja jedinica u realnim kvadratnim
poljima (d > 0) doista usko povezan s Pellovim jednadzbama. Naime vrijedi

sljedece:

e Akojed=2,3 (mod 4), onda je u+ vV/d jedinica u OQ(\/E) ako i samo
ako je u? — dv? = +1.

e Akojed=1 (mod 4), onda je %g jedinica u Og,/z) ako i samo ako
je u? — dv? = £4.

1.2 Verizni razlomeci

Do sada smo pokazali kako moZemo generirati sva rjeSenja Pellove jednadZzbe
22 — dy? = 1 ukoliko znamo njeno fundamentalno rjedenje. Takoder smo na
primjeru vidjeli da nam treba efikasnija metoda za nalaZenje fundamentalnog
rjeSenja od uvrstavanja redom y = 1,2,3,... Za jednu od tih metoda ¢e nam
trebati verizni (neprekidni) razlomci. Naime, konvergente razvoja u verizni razlo-
mak iracionalnog broja « su jako dobre aproksimacije od « racionalnim brojem, a
u ovom odjeljku ¢emo dovesti u vezu to svojstvo s rjeSenjima Pellove jednadzbe.

Navedimo sada neke osnovne &injenice o veriznim razlomcima.
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Definicija 1.1 (i) Konacni veriZni razlomak je izraz oblika

1
1 le“l‘""‘rﬂ%

n—1tg,

gdjejeag € Ria; >0zal <1< n.Zaovajizraz éemo koristiti oznaku

[ao; ai, ... ,an].

(ii) Verizni razlomak se zove jednostavan ako vrijedi ay, . . ., a, € Z.

(iii) Verizni razlomak c¢j, = [ap; a1, ..., a;] za 0 < k < n se zove k-ta konver-
genta od [ag; ay, . .., ay].

Ocito je svaki jednostavan konalan veriZni razlomak racionalan broj. A vrijedi
i obratno, svaki racionalan broj moZemo zapisati kao jednostavan konalan veriZni
razlomak koristeci Euklidov algoritam. Nadalje, definirajmo za svaki (konacan)

verizni razlomak [ag; as, ..., a,] brojeve po,p1,...,Dn i Qo,q1, .-, qn SA
Po = ao, p1 = o1 + 1, pr = agpr—1 + Pr—2,

Qo =1, ¢ =a, ¢ = arqr—1 + qp—2,

za k = 2,...,n. Tada vrijedi sljededa propozicija koju moZemo dokazati induk-

cijom.
Propozicija 1.6 Uz prijasnje oznake imamo
1 — Pk
(I) Ck; - q:a
(i1) prae—1 — Pr—1qe = (1), za k > 1,

e _1\k—1
(iii) ¢ — cp_1 = %, zal <k<n,

(iv) cx — o = (_l)k“’“, za2<k<n.

qkqk—2

Propozicija nam kaZe da je ¢, < ¢1_9 za k > 31 k neparan, dok je ¢, > cx_o
ukoliko je k > 2 paran. Nadalje vrijedi
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pa zaklju¢ujemo
Cl >C3>C5>...>Cg > Cq > Co > (.

Sada moZemo definirati i beskonadni verizni razlomak.
Stvarno, ukoliko je (an)n>0 niz cijelih brojeva tako da je a, > 0 zan > 1,

definirajuéi ¢y = [ag; aq, . . ., ax], moZzemo zakljuditi:
e Niz (¢2n41)n>0 je padajudi i ogranicen, odnosno konvergentan.
e Niz (c2,)n>0 je rastuéi i ogranien, odnosno konvergentan.

o Niz (co, — Cont1) teZi u nulu.

Odnosno iz ovoga moZemo zakljuliti da je niz (¢, ),>0 konvergentan pa je korek-
tna sljedeca definicija.

Definicija 1.2 Neka je (a,)n>0 niz cijelih brojeva tako da je a,, > 0 zan > 1.
Beskonalan verizni razlomak definiramo kao limes kona¢nog veriznog razlomka,
odnosno

lag; a1, az,...] = lim ¢,.

n—oo
Lako se vidi da beskona¢ni verizni razlomci uvijek predstavljaju iracionalne
brojeve. S druge strane, svaki iracionalan broj a moZe se razviti u beskonaéan

verizni razlomak o ¢emu nam govori sljedeca propozicija.

Propozicija 1.7 Neka je o = ap € R\Q i neka je niz (a,)n>o0 definiran na
sljedeci nacin
1
ap — LOC]CJ, A1 = ——, k Z 0.
A — Qg

Tada je o = [ag; ay, as, . . .].

Sada ¢emo dokazati Legendreov teorem, iz kojeg ¢e odmah slijediti da su sva
rjeSenja Pellove jednad?be 22 — dy? = 1 sadrZana u konvergentama razvoja u
verizni razlomak broja v/d. Prvo nam treba jedna lema.

Lema 1.3 Neka je « iracionalan broj i neka su ¢, = Z_: za k > 0 konvergente
razvoja u veriZni razlomak broja .. Ako su p,q € 7 tako da je ¢ > 0 i k prirodan
broj tako da vrijedi

|goc — p| < [gra — pal,
onda je q = Gp+1-
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno da vrijedi 1 < ¢ < qr41. Tada nam sustav
jednadZbi
Dk + Pr+1y = P,
kT + Qe41Y = q,

daje
(pk—HQk - Pka+1)$ = qPk+1 — P4k+1, (kak—l-l - pk—HQk)y = 4Pk — PYk-

Odnosno vrijedi

v = (=1 (o1 — parsr), ¥ = (=1)*(par — qp).

PokaZimo sada da je zy < 0. Kad bi bilo x = 0, imali bi § = 2’:—:, pa koristedi

da su ppi1 i qro1 relativno prosti dobivamo kontradikciju s ¢ < qxy1. Ako je pak
y =0, imamo p = pyx, ¢ = qiz, odnosno

lqae — p| = |z||gree — pi| > |qea — pil,

S$to je opet kontradikcija. Zna&i zy # 0.

Pretpostavimo sada da je y < 0. Tada iz ¢ = q — qx+1y zaklju¢ujemo
x > 0. A ako je pak y > 0, zaklju¢ujemo qxx = ¢ — qx+1y < 0, odnosno = < 0.
Sad smo pokazali da su x i y razli¢itog predznaka. Nadalje znamo da u ovisnosti

o parnosti broja £ vrijedi

k k+1
p_<0[<p_+

qk Qk+1
ili

Diil 0 < BE
qk+1 dk

Sto nam u oba slu¢aja daje da su qzox — pi i qra1cx — proq razli¢itog predznaka,
odnosno da su x(qra — pr) | Y(qrr1x — pry1) istog predznaka. No tada vrijedi

lqov — p| = [(gkr + Gr1y) — (Prx + Pr1y)| =

= |z(gra — pr) + Y(qer1 — pry1)| = |2l|lqee — pi| + |yl grs10 — Prsa| >
> |z||lgpa — pir| > |qeae — il

$to nam daje Zeljenu kontradikciju. |
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Teorem 1.6 (Legendre) Ako je « iracionalan broj i § racionalan broj gdje je

q > 0 i takav da vrijedi

1

2 Y
ql  2q
onda je IED konvergenta razvoja u verizni razlomak broja «.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da § nije konvergenta od «. | neka je k

najveli prirodan broj takav da vrijedi ¢ > ;. Takav k uvijek postoji jer je ¢o = 1
i

lim ¢, = oo.
k—o00

Kako je ¢x < ¢ < qx+1 po prethodnoj lemi zaklju¢ujemo

P 1
lave = pi| < lga —pl = ga— =) < o,
q
odnosno .
p_%<__.
k| 2qqk
Kako je Z 7 L& imamo [gp — pqx| > 1, $to povladi
1 — 1 1
L lap qu!:@_g‘ézz_ ‘+a_13‘< :
44k 44k @w q i al  2qqe  2q
odnosno
1 - 1
2qqr  2¢*
Sto povladi g > ¢, a to je u kontradikciji s ¢ > qx. [ |

Napomena 1.2 Sada je jasno da su sva rjeSenja u prirodnim brojevima jednadZzbi
22 — dy? = +1 sadrZana u konvergentama razvoja u verizni razlomak broja \/d.
Naime, o&ito je da za rjeSenje (z,y) jednadZbe x* — dy* = +1 vrijedi v > y.
Nadalje imamo

|z — yVd||z +yVd =1,

odnosno .
Va1
‘ vyl oyl +yVd)
pa dobivamo
1 1
Vid — il < — =
‘ yl vy 2y?
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Prisjetimo se sada da je v/d kvadratna iracionalnost (iracionalan broj koji je
korijen kvadratnog polinoma s cjelobrojnim koeficijentima). Tada mu je razvoj
u verizni razlomak periodi¢an. Stovige, kako je broj |v/d| + v/d reduciran (veci
je od 1, a konjugat |v/d] — v/d mu je iz intervala (—1,0)), razvoj mu je &isto
perioditan. Odnosno v/d ima razvoj oblika

\/3 = [Go;CLl,GQ; . ‘,az—172ao];

gdje je ag = [Vd] te vrijedi a1 = aj_1, a3 = aj_s, . . ..

Za razvoj kvadratnih iracionalnosti u veriZni razlomak koristimo sljededi al-
goritam. Ukoliko je oo kvadratna iracionalnost, zapisemo je u obliku oo = %ﬁ,
gdje su d, so,to € Z, ty # 0, d nije potpun kvadrat i to|(d — s3). To je uvijek
moguce napraviti. U nafem slutaju kako je av = v/d, dobivamo sy = 0,t, = 1.

Sada brojeve a; ra¢unamo rekurzivno na sljedeci naéin:

. LsﬁaoJ _ Tﬂr\/ﬁ

t; t;

— it " _d—sfﬂ
y Si4l = Qily — Siy bigl = —— -

MoZe se pokazati da za dovoljno velike indekse ¢ vrijedi
0<s <Vd 0<t; <s+Vd<2Vd,

Sto povlati da su nizovi (s;) i (¢;) ograniteni. Tako se i pokazuje da razvoj mora
biti perioditan jer moraju postojati razli¢iti indeksi j i k takvi da je (s;,t;) = (sk, tx)-
Iz ovoga mozemo dobiti i ocjenu za duljinu perioda u razvoju od v/d. Naime iz
ovog direktno dobivamo ocjenu I(v/d) < v/d - 2v/d = 2d. Preciznijom analizom
odnosa izmedu brojeva s; i t;, mo¥e se dobiti ocjena oblika I(v/d) = O(v/dlog d),
a slutnja je da vrijedi 1(v/d) = O(v/dloglog d).

Nadalje, za iracionalan broj & = v/d u notaciji propozicije 1.7. imamo oy, =

S

Sk+
173

)

pa ako u jednakosti

5n+1+\/>
\/a _ tnt1 —+ . DPn +pn 1

5n+1+f !
b1 Era— ) + Gn-1

izjedna¢imo racionalne i iracionalne dijelove, dobivamo

p2—dg: = (—1)"", 1, n> -1,

ukoliko jo¥ dodatno definiramo p_; = 1,q_; = 0. Sada moZemo zakljuditi da

rjeSenja Pellove jednad?be 2% — dy? = 1 odgovaraju onim n-ovima za koje je
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(—1)""'t,,1 = 1. Lako se pokaZe da je t; = 1 ako i samo ako l]i, pa vrijedi

sljededi teorem.

Teorem 1.7 Neka je | duljina perioda u razvoju u verizni razlomak broja v/d.
Ako je | paran, onda jednad?ba x> — dy? = —1 nema rjesenja, a sva rjesenja
od #* — dy* = 1 su dana sa (x,y) = (Pui—1,qm-1), n € N. Specijalno, funda-
mentalno rjeSenje je dano sa (p;_1,q—1).
Ako je | neparan, onda su sve rjeSenja jednadZbe x* — dy?> = —1 dana
sa (x,y) = (PEn-1)1-1,d@@n—1)1-1), @ Sva rjeSenja jednadzbe z* — dy* = 1 su
dana sa (z,y) = (P2ni—1, @2mi—1), n € N. Specijalno, fundamentalno rjesenje od

22 — dy? =1 je dano sa (par_1, qai1).-
Primjer 1.3 Nadimo fundamentalno rjesenje jednadzbe
r? —Tly? = 1.

Koristeéi upravo opisani algoritam, dobivamo razvoj u veriZzni razlomak

V71 =[8:2,2,1,7,1,2,2,16).

Za duljinu perioda dobivamo | = 8 pa i iz toga (osim $to je 71 =3 (mod 4))
moZemo zakljuéiti da jednad?ba x? — T1y?> = —1 nema rjeSenja. Dok je funda-

mentalno rjeSenje jednadZbe x*>—71y* = 1 dano sa (z,y) = (pr, q7) = (3480, 413).

1.3 Jednadzba 2% — dy?* = N

Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada jednadZbu
2 —dy® = N, (1.8)

gdje je N # 0 cijeli broj zovemo pellovska jednadzba. OCito, takva jednadzba ne
mora biti rjegiva, ali ako je = + yv/d njeno rjeSenje, a u + vV/d bilo koje rjedenje
jednadzbe 2% — dy? = 1, onda je i

(z + yVd) (u +vVd) = 2u + yod + (yu + zv)Vd

rjeSenje jednadzbe (1.8). Za to rjeSenje kaZemo da je asocirano s rjeSenjem

& + yv/d. Skup svih medusobno asociranih rjedenja tvore jednu klasu rjesenja.
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Nije tesko odrediti pripadaju li dva rjedenja z+y/d i 2’ +y'v/d istoj klasi. Naime

te rjeSenja su asocirana ako i samo ako vrijedi
zr' =dyy’ (mod N), zy' =2’y (mod N).

Ako se klasa rjedenja K sastoji od rjefenja x; + y;v/d, i = 1,2,3,..., onda
rieSenja z;—y;\V/d, i = 1,2, 3, ... tvore isto jednu klasu rje¥enja, koju oznatavamo
s K. Za tu klasu kaZemo da je konjugirana klasi K. Konjugirane klase su opéenito
razli¢ite, ali mogu se u nekim sluajevima podudarati, pa ako je K = K, kaZemo
da je klasa K dvozna¢na.

Medu svim rjeSenjima = + yv/d u danoj klasi K sada ¢emo izabrati jedno
z* + y*V/d na sljedeéi natin. Neka y* bude najmanja nenegativna vrijednost
od y $to se pojavljuje u klasi K. Ukoliko K nije dvoznacna, time je jedinstveno
odreden i broj x*. Ako je pak K dvozna¢na, x* je jednoznaéno odreden ukoliko
trazimo z* > 0. Ovako izabrano rjeSenje z* + y*\/d zovemo fundamentalno
rjeenje jednad?be 22 — dy? = N.

Pretpostavimo sada da je N > 0. Tada vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 1.8 Neka je u+ vv/d fundamentalno rjeSenje jednadzbe 2 — dy? = 1.
Tada za svako fundamentalno rjeSenje =* + y*\/d jednadazbe x? — dy?* = N,
vrijede nejednakosti

0<y" < —— VN,

V2(u+1)
1
0< |z < §(u+ 1)N.

Dokaz. Primjetimo da ako su ove nejednakosti to¢ne za klasu K, onda su
to¢ne i za konjugiranu klasu K, pa moZemo pretpostaviti da je #* pozitivan.
O¢ito vrijedi

vty — dy*v = z*u — /(22 — N)(u2 — 1) > 0.
Promotrimo sada rjeSenje
(z* + y*Vd) (u — vVd) = z*u — dy*v + (uz* — vy*)Vd,

koje pripada istoj klasi kao i z* + y*V/d. Kako je z* + y*v/d fundamentalno

rjesenje te klase i kako je x*u — dy*v > 0 mora vrijediti

x'u —dy*v > ",
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To nadalje povladi

I*Q(u _ 1)2 > de*QUQ _ (x*Q _ N)(u2 _ 1)7

odnosno
u—1
>1-
u+1 "~ x*?
i konacno .
% < 5(u +1)N.
Iz ove ocjene, odmah dobivamo i ocjenu za y*. |

Ukoliko je N < 0, potpuno analogno dokazuje se sljedeéi teorem.

Teorem 1.9 Neka je u + vv/d fundamentalno rjesenje jednadzbe x? — dy? = 1.
Tada za svako fundamentalno rjesenje x* + y*\/d jednadzbe 2> — dy? = N,

0<y < — VN,

2(u—1)

vrijede nejednakosti

1
0< o' < y/5—D)IN]

Spomenimo da ako znamo fundamentalno rjesenje z*+4*v/d jednad?be (1.8)

koje pripada klasi K, onda su sva rjeSenja u toj klasi dana sa
T+ ynVd = +(z" + y*Vd) (u+vVd)", n € Z,

gdje je u + vv/d fundamentalno rjeSenje jednadzbe 22 — dy? = 1.

Nadalje, iz ogranienosti fundamentalnih rjeSenja, jasno je da je broj klasa
konacan, no ukoliko je N kvadratno slobodan moZemo dobiti i bolju ocjenu za
broj klasa u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.8 Neka je N kvadratno slobodan cijeli broj. Broj klasa rjeSenja
jednadzbe x> — dy? = N je najvise 2°NV) | gdje je w(N) broj prostih faktora od
N.

Sljedeca propozicija nam govori kako moZemo traZiti rjeSenja pellovske jed-
nadzbe ako je |N| < V/d.
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Propozicija 1.9 Pretpostavimo da je [N| < v/d. Ako je = + y\/d rje3enje jed-
nad?be x?> — dy?> = N u prirodnim brojevima, onda je % neka konvergenta u

razvoju u verizni razlomak od v/d.

Dokaz. Ukoliko je N > 0, tada je z > y\/d, pa vrijedi

T N N 1
0<=—+Vd= < < —.
Y ylz+yvd)  2Vdy? 2

Sada iz Legendreovog teorema slijedi da je § neka konvergenta od V/d.
Neka je sad N < 0. Tada vrijedi # < y\/d pa imamo

T Vd o xVd(x +yVd) 2\/_:152
Odnosno moZemo zakljutiti da je £ neka, recimo i-ta konvergenta od \/LE' No
tada je % (i — 1)-va konvergenta od v/d. |

Znati, rjesivost jednadzbe 22 — dy? = N u relativno prostim brojevima x, ,
ako je |N| < v/d, mozemo ustanoviti tako da v/d razvijamo u verizni razlomak,

te provjerimo zadovoljava li neka od prvih 2[ konvergenti

i (—1)i+1ti+1 - N
Primjer 1.4 Nadimo fundamentalna rjesenja jednadzbe
z? — 2y? = 119.

Fundamentalno rjesenje jednadzbe x? — 2y* = 1 dano je sa 3 + 2v/2. Tada
fundamentalna rjedenja x* + y*/2 moraju zadovaljavati

0<y \/11 9 <38,
1
0 <o’ <y/5-4-119 < 16.

Sada vidimo da jedino rjeSenja
114+ v2, =11 + V2,13 + 5v/2, =13 + 5V/2,

zadovoljavaju traZene nejednakosti i to su sva fundamentalna rjeSenja. Lako
se vidi da ova rjeSenja nisu asocirana, znac¢i u ovom slu¢aju imamo Cetiri klase

rjesenja.
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Primjer 1.5 Rijesimo jednadzbu
z? — 6y* = —29.

Fundamentalno rjesenje jednadbe x> — 6y> = 1 dano je sa 5 + 2v/6. Tada

fundamentalna rjesenja moraju zadovoljavati nejednakosti

2
-V29 < 4,

V24

1
0 <o’ <y/5-4-29<8.

Pa dobivamo da su jedina fundamentalna rie3enja 5+ 3v/6, —5+ 3v/6 i ona nisu

asocirana. Tada su sva rjeSenja dana sa

0<y <

z+yV6 = +(54 3V6)(5 + 2v/6)"

ili
x4+ yvV6 = £(=5 + 3V6)(5 + 2vV6)",
gdje jen € Z.

Primjer 1.6 PokaZimo da jednadZba z*> — 82y?> = 23 nema rje$enja. Naime,
fundamentalno rjeSenje jednadzbe x> —82y? = 1 dano je sa 163+18+/82. No tada
za fundamentalno rjeSenje polazne jednadzbe x* + y*+/82 vrijedi ocjena y < 5,

a lako se provjeri da jednadZba 1% — 82y = 23 nema rjeSenja za y = 1,2, 3, 4.
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Poglavlje 2

Metode 1 algoritmi iz

diofantskih aproksimacija

2.1 Liouvilleov 1 Rothov teorem

U ovom poglavlju éemo obraditi neke metode koje dolaze iz diofantskih aproksi-
macija, a koje ¢emo kasnije koristiti kod rjeSavanja nekih diofantskih problema i
jednadzbi.

Definicija 2.1 Neka je o kompleksan broj. KaZemo da je o algebarski broj,
ako postoji polinom f(x) s racionalnim koeficijentima, razli¢it od nulpolinoma,
takav da je f(a) = 0. Ukoliko kompleksan broj nije algebarski, kaZemo da je
transcedentan.

Teorem 2.1 Neka je o algebarski broj. Tada postoji jedinstveni normirani poli-
nom P,(x) s racionalnim koeficijentima takav da je P,(«) = 0. Nadalje, svaki
polinom Q(z) € Q[z] kojeg v ponistava djeljiv je sa P, (x).

Dokaz. Kako je « algebarski broj, to postoji polinom P(x) € Q[x] najman-
jeg stupnja kojeg « ponistava. Definirajmo P,(z) = %P(x), gdje je ¢ vodedi
koeficijent od P(x). Tada je otito P,(x) = 0 i P, je normiran. PokaZimo sad
da je P, ireducibilan. U suprotnom bi bilo P,(xz) = p;i(z)p2(x), pa bi imali
p1(a) = 0 ili pa(ar) = 0 8to je u kontradikciji s minimalno3¢u stupnja od P(z).

Neka je sad Q(z) € Q|x] takav da vrijedi Q(«) = 0. Ako podijelimo ) sa
P,, dobivamo Q(x) = P,(z)q(x) + r(z), gdje je degr < deg P,. No imamo

27
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r(a) = 0, pa iz minimalnosti stupnja od P, zaklju€ujemo da je r(x) nulpolinom,
odnosno da je () djeljiv sa P,.

Ostaje jo$ pokazati jedinstvenost od P,. No kad bi postojao neki ireducibilan
normiran polinom P (z) € Q[z] takav da je P,(«) = 0, prema upravo dokazanom
imamo P;(z) = P,(x)q(x). No ireducibilnost od P; povlati da je ¢(x) konstanta
i to vrijedi q(z) =1 jer su Pi(x) i P,(z) normirani. u

Definicija 2.2 Minimalni polinom algebarskog broja « je polinom P,(x) opisan
u prethodnom teoremu. Stupanj algebarskog broja je stupanj njegovog mini-
malnog polinoma.

Definicija 2.3 Za algebarski broj o kaZemo da je algebarski cijeli broj, ako min-

imalni polinom od « ima cjelobrojne koeficijente.

Teorem 2.2 (Liouville) Neka je o algebarski broj stupnja d. Tada postoji kon-
stanta c(a) > 0 takva da za svaki racionalan broj 5 # o, gdje je y > 0 vrijedi

(@)

yd

x
oa——| >
Y

Dokaz. Dokaz ¢emo podijeliti u tri dijela.

(i) Neka je P(x) € Z|x] polinom stupnja d za koji vrijedi P(«) = 0 i &iji su
koeficijenti relativno prosti.

ii) Tada za racionalan broj £ # « trivijalno vrijedi
j j j

G

(iii) Razvijmo P u Taylorov red oko «. Kako je P(«) = 0, dobivamo

P(2) -3 (5-a) T

Nadalje moZemo pretpostaviti da vrijedi
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jer smo inace gotovi s dokazom. Tada imamo

41 p
%§’P<£)‘§‘Q_z Zw
y y yl &=

Sada tvrdnja teorema slijedi ako c¢(«) definiramo sa

i! 2c(a)’

d PO (q 1
Z| ()]

Korolar 2.1 Broj o =5""" 107" je transcendentan.

Dokaz. Definirajmo y(k) = 10* i z(k) = 10" S2F_, 107" Tada su y(k) i

x(k) cijeli brojevi i vrijedi

a— 28 _ D107 <10 WD 1o <
y(k) v=k+1
10 10 c
_ . 10—(k+1)! — < ,
9 Yk +1)  y(k)d

za bilo koje dane ¢ i d, ukoliko je k > ko(c,d). Zna&i, mozemo zaklju&iti da za
bilo koji dani d, « nije algebarski broj stupnja d po Liouvilleovom teoremu, pa «

mora biti transcendentan. [ |

Liouville je bio prvi koji je pokazao postojanje transcendentnih brojeva, i to
ba$ na ovaj nadin.

Posljedica Liouvilleovog teorema je sljedeéa: ako je « algebarski broj stupnja
d> 21 p > d, onda nejednakost

1
< — (2.1)
y#

T
a__
Y

ima samo kona&no mnogo rjeSenja u racionalnim brojevima §

Thue (1908) je poboljsao ovaj rezultat dokazavsi da nejednakost (2.1) ima
samo kona¢no mnogo rjesenja ako je p > %d#— 1. Siegel (1921) je dokazao kako
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ista nejednadzba ima samo konagno mnogo rjedenja ukoliko je 1 > 2v/d. Dok su
Dyson (1947) i Gelfond (1952) dokazali istu tvrdnju za p > v/2d. 1955, Roth
je dokazao isti rezultat za ;1 > 2. Cinjenica kako postoji beskonatno mnogo
racionalnih brojeva % tako da vrijedi

1

Ea

T
o — —

Y

<

8to slijedi iz Dirichletovog teorema (odnosno Korloara 1.1 ako V/d zamijenimo
bilo kojim iracionalnim brojem «), nam pokazuje kako je Rothov rezultat najbolji
mogudi.

Teorem 2.3 (Roth) Ako je « algebarski broj i § > 0, onda postoji samo kona&no
mnogo racionalnih brojeva § za koje vrijedi

x 1
o — g < F
Napomena 2.1 e Rothov teorem je tocan, ali trivijalan za o € C\ R.

e /Znamo da postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva % tako da vrijedi

T 1

a——|<—
yl P

i samo kona¢no mnogo racionalnih brojeva § tako da vrijedi

1
< y2+5 ’

T
o — —

Y
za 0 > 0. Dok je za dani algebarski broj o stupnja > 3 jo$ uvijek nepoznato

da li je o slabo aproksimabilan, odnosno da i postoji konstanta ¢ > 0 takva

da vrijedi

1‘ >
a__ JE—
Yyl y?

za svaki racionalan broj % Slutnja je da to ne vrijedi ni za jedan algebarski

C

broj stupnja > 3.

e Slutnja je da vrijedi i jala tvrdnja od Rothovog teorema, odnosno da ne-

JjednadZba

T 1
a__

< —
y|  y?(logy)*
ima samo konacno mnogo rjeSenja za k > 1.
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Ideja dokaza Rothovog teorema. Ideja dokaza Rothovog teorema je da

se modificiraju koraci u dokazu Liouvilleovog teorema.

(i) 1zaberimo polinom P(z) € Z[z], razli¢it od nulpolinoma, koji je stupnja r

i kojem je « korijen kratnosti q.

(i) Sada se pokaze da je P (g) # 0, osim za kona&no mnogo g Tada je

)l

(iii) Promotrimo Taylorov razvoj

/(-G 5

i=q

%— a‘ < 1, imamo

PGl
Y Y

za neku konstantu C'(«). Odnosno

Tada ako je

T /

— -«
Y

>

ro

yq

za neku konstantu C".

Ovakav pristup je dobar samo ako je je (f] malo. No ako je stupanj od « jednak
d, onda je r > qd, odnosno g > d, pa ne dobivamo nikakvo pobolj$anje Liou-
villeovog teorema. U svom poboljsanju Liouvilleovog teorema Thue je koristio
polinom u dvije varijable oblika P(z1,z2) = x2Q(z1) — P(x1). Siegel je koristio
nesto opcenitiji polinom u dvije varijable, a isti pristup su imali Dyson i Gelfond.
Dok je Roth prvi uspio rijesiti sve poteskoCe koje se javljaju kad se razmatra
polinom u viSe od dvije varijable. Kod ovakvog pristupa najveéa je poteskoéa u
koraku (7i). Naime, skup rjeSenja jednadzbe P(z1,...,x,,) je neka algebarska
mnogostrukost u R™. U tom slucaju je tesko pokazati da je P (%, ceey %) # 0.

Kako bi se to rijeSilo, promatraju se m-torke i—i,,;— razli¢itih racionalnih
m
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aproksimacija i poku$ava se dokazati da je P (%, ey %””) # 0. Pokazuje se da

Y1 < Y2 < ...< Y, mMoraju brzo rasti.
Kako bi ovaj pristup dao Zeljeni rezultat, apsolutne vrijednosti ‘a — Z—‘ moraju

biti male za svakii = 1,...,m. Na primjer, u slu¢aju m = 2, trebamo dvije dobre
z1
Y1
dobra aproksimacija ne daje kontradikciju i zasto je ovaj rezultat (kao i sva os-

aproksimacije £ i z—; takve da je yo puno veée od y,. To je razlog zasto jedna
tala poboljsanja Loiuvilleovog teorema dobivena ovom metodom) neefektivan, u
smislu da ne daje nikakvu ogradu za veli¢inu nazivnika u dobrim aproksimacijama.

Efektivno poboljsanje Liouvilleovog teorema za odredenu klasu iracionalnih
algebarskih brojeva stupnja 3 je dao A. Baker (1964). Nakon toga je Feldman
(1971) koriste¢i Bakerovu teoriju linearnih formi u logaritmima dao pobolj3anje
za opceniti algebarski broj . Naime, dobio je rezultat tipa

c(a)

ydfcl ()’

‘ x
a —_— —
Yy

gdje su c(a) i ¢;(«) eksplicitne konstante. NaZalost, ¢;(«) dobivena na ovaj

nacin je obi¢no jako mala.

2.2 Hipergeometrijska metoda. Simultane dio-

fantske aproksimacije

Kao $to smo vidjeli u proslom odjeljku, ukoliko je o algebarski broj stupnja d > 2
i k > 2, onda Rothov teorem povla&i da postoji konstanta ¢ = ¢(«, k) > 0 takva

da vrijedi

T
a——|>— (2.2)
Y y"

za sve racionalne brojeve %, y > 0. No, dokaz Rothovog teorema nije efektivan,

C

odnosno ne daje nam metodu za eksplicitno odredivanje konstante c¢. Mi ¢emo
sada dokazati nejednakost (2.2) s eksplicitnim vrijednostima od ¢ i k < d, za

jednu specijalnu klasu algebarskih brojeva.

Neka je n € N. Definirajmo

= [[p7r

pln
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Moze se pokazati da vrijedi 1 < p,, < n.

Teorem 2.4 (Baker) Neka su m,n € N, takvi da vrijedin >3 i1 <m < n.
Neka su nadalje a i b prirodni brojevi za koje vrijedi %a <b<aia=b

(mod n). Pretpostavimo, nadalje da je

A =4bla—0b)2ut > 1.

m
a

Tadaa = (§) " zadovoljava nejednakost (2.2) za sve racionalne brojeve 2, y > 0,

gdje su c i Kk dani sa
Nt = 2p, (a4 b),

Napomena 2.2 Primjetimo da se uvjet a = b (mod n) moZe uvijek zado-

voljiti, i to tako da a i b pomnoZimo s n ako je potrebno. No to nam povecava

1

vrijednosti konstanti x i ¢c~". Takoder, primjetimo da je rezultat teorema intere-

santan (u svjetlu Liouvilleovog teorema) samo ako je k < n.

Korolar 2.2 Za sve racionalne brojeve %, y > 0, vrijedi

1.36-107°
Y2954

Nop
Y

>

Dokaz. Stavimo u prethodnom teoremu n = 3,m = 1,a = 128 i b = 125.

Tada je (% - 4/2. Nadalje dobivamo 3 = V3 i A = 22 > 1. Tada za
b 5 9v3

konstante ¢ i k dobivamo
c =~ 0.0001275, k ~ 2.95377

pa nam prethodni teorem povladi da za sve racionalne brojeve %, y > 0, vrijedi

4, 4 0.000127
/2 — — >
L—f 5yl Gy
odnosno 136106
3 x o0 - 107
\/_ B g > 32954
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Ovaj rezultat je pobolj$ao Easton (1986) i dobio nejednakost

3 T 2.2-1078
V2~ 5 > Y2795
a najbolji rezultat ovakvog tipa dobio je Bennett (1997):

3 T 0.25
\/5 - § > y2.45'

Mi éemo se vratiti na nejednakosti ovog tipa vrlo skoro. No ono 3to ce

nama trebati u primjenama za rjeSevanje nekih problema su simultane diofantske
aproksimacije. Vel smo vidjeli da se problemi vezani uz diofantske jednadzbe
mogu preformulirati u odgovarajuée probleme iz diofantskih aproksimacija. No,
u nekim problemima se osim obi¢nih aproksimacija, mogu pojaviti i tzv. simul-
tane diofantske aproksimacije, odnosno problemi istovremene aproksimacije vise
realnih brojeva. Jedan primjer toga je sustav simultanih Pellovih (ili pellovskih)

jednadzbi koji éemo mi detaljno rjeSavati kasnije. Primjer takvog sustava je
=20 =1,22 -3 =1

Ovo zovemo sustav simultanih jednadZbi, jer nam se u dvije jednadzbe pojavljuje

ista nepoznanica y. U ovom konkretnom primjeru imamo

1 1
-3 |-

< —, < —,
292 y| o 2y?

odnosno vidimo da bi iracionalni brojevi v/2 i v/3 trebali imati jako dobre aproksi-
macije racionalnim brojevima s istim nazivnikom. Pitanje je mogu li takve
aproksimacije uopce postojati, te posebno koji je "kriti¢ni” eksponent koji razd-
vaja aproksimacije kojih ima beskonaéno mnogo, od onih kojih moZe biti samo
kona&no mnogo.

Navedimo sada analogne rezultate iz obi¢nih aproksimacija, odnosno analo-
gone Dirichletovog i Rothovog teorema.

Teorem 2.5 (Dirichlet) Neka su o, i = 1,...,n;j = 1,...,m realni brojevi,
te neka je (Q > 1 prirodan broj. Tada postoje cijeli brojevi qy, ..., Gm,P1,---Pn
takvi da vrijedi
1 <max{|q1],..., |gm|} < Q™m,
1
loiiqr + - .+ Qi — il < =,

SgisLlon (2.3)
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Dokaz. Promotrimo tocke

{anyi + .o F ¥}y - {omys + - 4 QU }),

gdje su y; cijeli brojevi koji zadovoljavaju 0 < y; < Qm,zaj=1,...,m. Tada
postoji barem Q™ takvih to¢aka i to tako da svaka od njih lezi u jedini¢noj kocki
I" =0, 1]™, pa zajedno s to¢kom (1,1,...,1) € I" imamo barem Q"+ 1 to¢aka
iz I".

Podijelimo sada /™ na Q™ u parovima disjunktnih potkocaka &iji su bridovi
duljine % Tada po Dirichletovom principu barem dvije od promatranih tocaka

pripadaju istoj potkocki, pa neka su to tocke

(1Y + -+ QmYm — T1y oo Y1 F oo+ QY — Ty)

(g + - F Q¥ = T QY+ QY — )

Naravno, moZemo pretpostaviti da vrijedi (y1,...,Ym) # (¥1,---,y.,,). Definira-

jmosad ¢y =y;—yjzaj=1,... mip;=x;—x;zai=1,...,n Sada se
lako provjeri da ovako definirani p; i ¢; zadovoljavaju (2.3). [ |
Korolar 2.3 Neka je barem jedan od brojeva o, s, . .., «y, iracionalan. Tada
postoji beskona¢no mnogo n-torki racionalnih brojeva %, ce ”7: takvih da vrijedi
; I
ozi—]i < —,0=1,...,n. (24)
q gt

Dokaz. Primjenimo teorem 2.5 za m = 1. Tada za svaki prirodan broj @ > 1

postoje relativno prosti cijeli brojevi ¢, p1, ..., p, takvi da vrijedi

1<q¢< @, g —pi|l < 1,...,n. (2.5)

I .
-, 1 =
Q
Jasno je da (2.5) povlati (2.4). Sada bez smanjenja opCenitosti moZemo pret-
postaviti da je « iracionalan. Tada je |anq — p1| # 0, pa za fiksne ¢, p1,...,p,
. : 1

(2.5) moze vrijediti samo ako je @ < rormmE
dobivamo beskonaéno mnogo razli¢itih rjesenja. |

Pa ako sad pustimo ) — oo,



36 POGLAVLJE 2. METODE I ALGORITMI IZ DIOFANTSKIH APROKSIMACIJA

Korolar 2.4 Nekasul,aq,...,«,, realni brojevi, linearno nezavisni nad Q. Tada
postoji beskona&no mnogo (m + 1)-torki relativno prostih brojeva (q1, . . ., Gm, D)

sa svojstvom

1
q= maX{’Ql’?"->|qm’} > 07 ’a1Q1 + .o Omlm _p’ < q_m

Sada ¢emo dokazati analogon Rothovog teorema. Za to nam treba poznati

Schmidtov teorem o potprostorima.

Teorem 2.6 (Schmidt) Neka je danon linearno nezavisnih linearnih formi Ly, . .., L,
u n varijabli s algebarskim koeficijentima, te neka je 6 > 0. Tada sve cjelobrojne
totke x = (x1,...,x,) koje zadovoljavaju
L) L) <
1(z) .. - Ly(x —
[l ]]°

leZe u kona&no mnogo pravih potprostora od Q", gdje je ||x|| = max{|x;| : i =1, ... ,n}.
Korolar 2.5 Neka su ay, ..., «, algebarski brojevi takvi da su 1,aq, ..., «a, lin-

earno nezavisni nad Q, te neka je 6 > 0. Tada postoji samo konatno mnogo

n-torki racionalnih brojeva %, ey % takvih da vrijedi
Di 1 o
|Oéz'—5 ﬁ,l—l,...,n. (26)

Dokaz. Ukoliko pomnoZimo sve nejednakosti u (2.6) i onda jo¥ sve to pomnoZimo
s ¢"*', dobivamo

1
qlong — pi| -+ [ang — pa| < 7

Sada ¢emo pokazati da ovu nejednakost moze zadovoljavati samo kona¢no mnogo

n-torki. Definirajmo x = (p1,...,pn,q) € Z™ i promotrimo linearne forme
Li(z1, %2, ..., Tpy1) = Qi — 24, 0 =1,...,n
i
Ln—i—l(xlvx% s 7xn+1) = Tpt1-

Tada za dovoljno veliki ¢ dobivamo

1 1
|L1(ZE) e Ln+1(27)| < = < — -
=l
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Sada po teoremu 2.6 zaklju¢ujemo da rjeSenja ove nejednadZbe leZze u konaéno

mnogo pravih potprostora od Q"*!. Takvi potprostori zadani su jednadzbom
1Ty + ..o+ Cpp1Tpp = 0, ¢ € Q.
Pa rjeSenja nejednakosti (2.6) koja leZe u takvom potprostoru zadovoljavaju

(crar + .o+ Chn + Cus1)q = c1(arg — p1) + ... + cn@ng — pn).

Definirajmo sada v = |ciaq + ... + ¢y, + 11| Onda je v > 0 zbog linearne

nezavisnosti od 1, a4, ..., a,. Za dani potprostor v je fiksan, a vrijedi
Vg < alleag —pil +. .+ lenllang — pal < el +. .+ e,

Znadi, za dani potprostor, ¢ je omeden, pa samo kona&no mnogo ¢ pa i n-torki
Bl .., zadovoljava (2.6), a kako potprostora ima samo kona&no mnogo tvrd-
q q

nja korolara je dokazana. |

Kao i kod Rothovog teorema, i ovaj rezultat je neefektivan u smislu da ne
daje eksplicitnu gornju ogradu za veli¢inu g-ova koji zadovoljavaju (2.6). Postoje
neki efektivni rezultati ovog tipa za specijalne klase algebarskih brojeva, a mi
¢emo spomenuti Bennettov teorem, koji se recimo moze koristiti kod rjeSavanja
simultanih pellovskih jednadZbi.

Teorem 2.7 (Bennett) Neka su a;,p;,q i N cijeli brojevi za 0 < i < 2, takvi
da vrijedi ay < a1 < ay ia; =0 za neki 0 < j < 2. Neka je nadalje g # 0 i
N > M?, gdje je

M = max{|ail}.
Tada vrijedi
max IR ] N (130N~) tqg™*
0<i<2 N ¢ ’

gdje je
log(33N~)

— 14
H log (1.7N2H0§i<j§2(ai - &j)72)

2a2—ag—a1
(az—ao)?(az—a1)?
2a2—ag—a1

N2 N2
7_{—(“2 a0) (@2—a1)”. ) — ay > ay — ap,

; Qg — ap > ap — Qg
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2.3 LLL-algoritam

U ovom odjeljku ¢emo opisati jednu metodu koja dolazi iz diofantskih aproksi-
macija, a kojom ¢emo reducirati gornju ogradu za rjesenja diofantskih jednadZbi

kojima ¢emo se kasnije baviti. Za to nam prvo treba definicija resetke.

Definicija 2.4 Neka je n € N. ReSetka je Z-modul razapet s n linearno neza-

visnih vektora iz R™. Skup tih vektora zovemo baza reSetke. Znacli reSetka je

L= {zn:xibi DX € Z},
i=1

gdje su vektori by, ..., b, baza resetke L.

skup

Ocito vektori by, ..., by, ¢ine bazu i od R". Sada sa B oznalimo matricu &iji
su stupci vektori by, ...,b,. MoZe se pokazati da je baza reSetke jedinstvena
do na mnoZenje s desna s elementom iz GL,(Z). Znati dobro je definirana
determinanta reSetke A(L) = | det(B)|, jer ne ovisi o izboru baze. Prisjetimo se
sada Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije. Unitarni prostor R™ s bazom

by,...,b, ima pripadnu ortogonalnu bazu bj, ..., b} gdje je
i—1
bf =bi— Y pibj, i=1,...n,
j=1

(bi> b*)

_ j
Hij = (bjﬁ, bJ*)

U na8oj situaciji od toga ne¢emo imati previse koristi jer mi promatramo bazu
reSetke L, a ne cijelog prostora R"™ pa moZemo napraviti takvu promjenu baze
samo ako su p; ; € Z, jer bi se inate moglo dogoditi da izademo iz reSetke. Znaci,
Gram-Schmidtovim postupkom ne¢emo opcéenito moci dobiti ortogonalnu bazu
reSetke, pa je ideja da nademo neku drugu bazu koja e biti blizu te ortogonalne
baze. To ¢emo napraviti LLL-algoritmom, ali prije nego prijedemo na algoritam i
kaZemo nesto o njemu, definirajmo tu bazu, i spomenimo neka osnovna svojstva

koja ta baza ima.

Definicija 2.5 Bazu by, ..., b, reSetke L cemo zvati LLL-reducirana, ako pri-

padna ortogonalna baza dobivena Gram-Schmidtovim postupkom b3, ... b} i
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brojevi y; ; zadovoljavaju:

, 1< <

IN

i g < n, (2.7)

| =

|| +/Li,i71bi71H2 > ZHbquZa I<i<n. (2.8)

Napomena 2.3 Koristeci ortogonalnost vektora b} relacija (2.8) se moZe ekvi-

valentno zapisati:

* 3 *
i1 (5= ns) il (29)

Takvu reduciranu bazu je uvijek moguce nadi, i to vrlo brzo, u polinomijalnom

vremenu, LLL-algoritmom. Napomenimo jo$ da reducirana baza nije jedinstvena.

Teorem 2.8 Neka je by,...,b, LLL-reducirana baza resetke L, te neka su
bi, ..., b} vektori pripadne ortogonalne baze dobivene Gram-Schmidtovim pos-
tupkom ortogonalizacije. Tada vrijedi

(i) Ibs]|* < 27 Ybf||* za 1 < j < i < m.

n—1)

(i) AL) <TI0, sl < 2" A(L),

(iii) |ba]| <25 A(L),

(iv) Za svaki vektor x € L, x # (0,...,0) vrijedi ||b1|]? < ki||x||?, gdje je
kq :maX{HblH2 : 1§i§n}.

b7 112

(v) Neka jey vektor koji ne pripada resetki L. Definirajmo o = (o4, ...,0,)" € R™,
o = B~ 'y, gdje je B = (by,...,by) matrica &ji su stupci LLL-reducirana
baza reSetke L. Neka je nadalje iy najveci indeks tako da je {o;,} # 0.

Tada za sve vektore x € L vrijedi

lz = ylI* = ky o, HIba ||

Dokaz. Dokazat ¢emo tvrdnje (i) i (iv).
(1) Zai=2,...,n vrijedi

b [1%.

N | —

* 3 *
i1 > (5 s ) Il 2
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Sada se indukcijom moZe pokazati da za 1 < j < i < n vrijedi
Ib; |12 < 277||b]|%.

Tada iz definicije Gram-Schmidtove baze, zbog ortogonalnosti imamo

i—1

i1
Ibsll® = Ibf 11 + D w105 1° < (1 + ZT‘H) Ib7]*
j=1 j=1

20— 2 -
= (1 52 ) vl <2,

Az togazal < j <1 <n dobivamo
bj[|* < 277H[by||* < 277 M by |2 = 27 [by ||,

(iv) lz definicije broja k; slijedi |[by|* < kq||bf]|? za 1 < i < n. Nadalje

imamo
n n
X = E r;b; = g rib;,
i=1 i=1

za neke 7; € Z i 7 € R. Oznadimo sad s iy najveci indeks tako da je r;, # 0.

Tada je jasno r;, = r} , pa vrijedi

0

n
[ =D 2 IbilI = o5 2lbi 17 = b5, 1 =k [bal .
i=1

Napomena 2.4 U primjenama se pokazuje da je konstanta k, iz prethodnog
teorema u jako puno slucajeva jako blizu 1. Znaci kad dobijemo reduciranu bazu,

njen prvi vektor by Ce biti jako dobra aproksimacija najmanjeg vektora u resetki.

Primijetimo da nam zadnji teorem daje donju ogradu za

B min{|x —y[|: xe L}, y¢L
Z(E»Y)—{ min{||x||: x€ L,x#(0,...,0)}, ye L

jednom kada imamo reduciranu bazu.
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OpiSimo sad sami algoritam. Na ulazu ¢emo imati vektore baze reSetke
by,..., by, a na izlazu vektore reducirane baze by, ..., b, te iste reSetke. LLL-
algoritam prvi je puta objavljen 1982. kada su A.K.Lenstra, H.W.Lenstra Jr. i
L.Lovasz taj algoritam koristili za faktorizaciju polinoma s racionalnim koefici-
jentima, a algoritam je izumio L.Lovasz 1981. Mi éemo koristiti LLL-algoritam
kod diofantskih aproksimacija (aproksimacija linearnih formi) i rjeSavanja nekih
diofantskih jednadZbi i problema koji ¢e voditi na te aproksimacije, a osim toga
algoritam se jo$ koristi u kriptografiji kod kriptoanalize nekih kriptosustava s
javnim klju¢em.

lako to opéenito nije slu¢aj s reSetkama, nama ¢e za primjene biti zanimljive
reSetke koje leze u Z™, pa bi Zeljeli imati takvu verziju algoritma, gdje ¢emo
raditi samo s cjelobrojnom aritmetikom. Razlog tome je $to ne znamo kolika nam
preciznost treba ako radimo s realnim brojevima, a da rezultat bude to¢an. A
ako pak radimo s aritmetikom racionalnih brojeva, moZda ¢emo dobivati prevelike
brojnike i nazivnike. Zato ¢emo koristiti de Wegerovu verziju LLL-algoritma, koja
Ce koristiti samo cjelobrojnu aritmetiku. Tu verziju ¢emo jo$ zvati cjelobrojna
verzija LLL-algoritma. Opisimo sada detaljnije tu verziju algoritma.

Prvo $to trebamo napraviti je izraunati ortogonalne vektore (Gram-Schmidtovim
postupkom) bez ikakvog dijeljenja koje bi moglo dovesti do necjelobrojnog rezul-
tata. Ono $to ovdje pretpostavljamo to je da su vektori by, ..., b, cjelobrojni,
odnosno da su iz Z". Definirajmo

%

D; = det((by, b1))1<j<it<i<i = H(biL by).

k=1

Brojeve D; ¢emo koristiti kod definiranja brojeva
Ci = Di_lb;k € Zn, >\i,j = Dj,um- S Z,

gdje su brojevi y; ; i vektori b} definirani kao prije. Na samom podetku nam
treba procedura koja Ce inicijalizirati brojeve \; ; i vektore c;, odnosno to je pro-
cedura koja ¢e nam dati cjelobrojnu ortogonalnu bazu, bez koristenja aritmetike

racionalnih brojeva. Na ulazu imamo vektore b;, a na izlazu brojeve A, ; i D;.
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PROCEDURA INIT

Dy =1;
fori=1,...,n do begin
c; = by;
for j=1,...,7i— 1 do begin
Aij = (b, ¢j);
Ci = —ché;j\i’jcj;
endfor;
D = B2k
endfor;

end.

Nakon 8to smo napravili inicijalizaciju, trebaju nam jo$ dvije procedure.

U prvoj ¢emo na ulazu imati dva cijela broja &k i [, vektore b, brojeve A; ;
te brojeve D;. Na izlazu ¢emo imati to isto, samo ¢e sada vrijediti 2|\x;| < D,
ukoliko to nije bilo zadovoljeno na poletku. Uo¢imo da je zbog definicije brojeva
Aij ta relacija ekvivalentna s |p| < 5. Dok ¢e druga procedura zamijeniti vek-

tore by i bx_1. Naravno, tada éemo morati promijeniti i odgovarajuée brojeve
/\i,j i Dz

PROCEDURA LAMBDA (k.I)
if 2’)\k,l| > D then begin

o Ak .

by = by — rby;
forj=1,...,0=1do X\¢; = A\ — T\ j;
Moy = Ay — 1Dy

endif:

end.
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PROCEDURA ZAMIJENI
swap by and by _q;
forj=1,...,k—2doswap A\;y_1; and Ay ;;
fort=1,...,n do begin

L= Aip-1;

A _ ANik—1 M k—1HN kD2 .
i,k*l - Dk—l '
N\ g — tDp N kA k—1 .
Z,k‘ - Dk—l ’

endfor;
Dy =

Dy—oDp+23 4 |
Dy

end.

| na kraju imamo glavni algoritam:

DE WEGEROV LLL-ALGORITAM
PROCEDURA INIT;

k=2;
repeat
PROCEDURA LAMBDA (k, k —1);
if 4Dy_o Dy, < (3DF_, — 4} ;_,) then begin ;
PROCEDURA ZAMIJENI;
if Kk >2then k=% —1;
else begin
forl=k—2,...,1 do PROCEDURA LAMBDA (k,1);
kE=k+1,
endif;
until & > n;
end.

43

OCcito je da ¢e upravo opisani algoritam dati reduciranu bazu, ako algoritam

staje. To necemo ovdje dokazivati, ali spomenimo da se moZe pokazati ako

znamo da je reSetka diskretna i iskoristimo ocjenu za prvi sukcesivni minimum

reSetke.
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Napomena 2.5 Kod definiranja LLL-reducirane baze mogli uzeti bilo koju drugu
konstantu w € Gp 1), umjesto %. Ako uzmemo vecu konstantu, dobit cemo bolju
reduciranu bazu, odnosno prvi vektor reducirane baze bit e bliZi najmanjem
vektoru resetke. S druge strane, Sto vecu konstantu uzmemo duZe ¢e nam trebati

da algoritam stane, pa je % standardna konstanta i ¢ini se kao dobar kompromis.

Promotrimo sada detaljnije problem kod kojeg ¢emo mi koristiti LLL-algoritam.
Neka su dani brojevi ag, a, ..., a, € C i dvije pozitivne realne konstante k£ i

ks. Mi éemo pokusati smanjiti gornju ogradu za H u nejednakosti

n
g + g XT;04

i=1

< kge Rt (2.10)

Neka su dane cjelobrojne varijable z; ogranitene tako da je |z;| < X;, gdje su X;
neke velike pozitivne konstante za i = 1, <, n. Pokazat ¢emo da je moguce dobiti
novu gornju ogradu za H oblika O(log Xy), gdje je Xo = max{X;: i=1,...,n}.
Razmatrat ¢emo tri sluaja i u svakom od njih opisati postupak redukcije ograde.

Sluéaj 1:
a, €R,1=0,1,...,n.

Prvo izaberimo konstantu C' veli¢ine oko X . Nadalje, nasoj linearnoj formi

n
A= Qo + E ;0
=1

pridruzimo reSetku £ generiranu stupcima matrice

1 0 0

a=| . |em@
0 . 1 0
[Cay] . . [Capq] [Cay)

Konstantu C' biramo veli¢ine oko X[ jer tada moZemo olekivati da je naj-
manji vektor reducirane baze veli¢ine oko X. Sada koristeéi cjelobrojnu verziju

LLL-algoritma moZemo nadi donju ogradu k, za

- min{|x—y|: xe L}, y¢L
« ’Y)_{ min{[|x[ : x € L,x#(0,...,0)}, ye L’
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gdiejey = (0..0 — [Cag])! € Z". Ako smo imali sree, mozda smo nasli
konstantu k, tako da moZemo primijeniti sljede¢u lemu koja ée nam dati novu

gornju ogradu za na$ H i to ba$ onakvog oblika kakav smo htjeli.

Lema 2.1 Neka je
n—1 n
S=> X2 T=05-(1+) X))
=1 i=1

Ako je k3 > T? + S, onda vrijedi

1
H < 1~ (log(Chy) — log(y/ki—S—T)

_ [Cao)
[Can]”

ilijexy=...=2,1=0,2,=

Dokaz. Oznadimo

n

¢ = [OOZ()] + Z ZL‘Z[COQ]
=1
Tada vrijedi

| (ao+;m)\_;2+2
Iz toga nadalje dobivamo

|(I)| S T + Ok’ge_k?’H.

Oznatimosadasaz = Ax, gdjejex = (v . . . x,)". Tadajez—y = (21 . . 7,1 D).
Odnosno jer je z element resetke £ dobivamo da je z = y ako je y element reSetke
§to nam odmah daje 1 = ... =2, 1 =0, 2, = —[[gz:]] ili vrijedi

—_

ki <UL,y)> <Y a7+ 0> <8+ (T + Choe )2,

i=1

ako y nije elemnt reSetke. Iz pretpostavke ks > S dalje zaklju¢ujemo

1
—ksH 2 .
e B > —Ok2(\/k:4 S—-T),

odnosno logaritmirajuéi obje strane (ako je k? > T? + 5)

1
H < k—g(log(CkQ) —log(y/k3—S—T).



46 POGLAVLJE 2. METODE I ALGORITMI 1Z DIOFANTSKIH APROKSIMACIJA

Napomena 2.6 U slu¢aju da smo dobili konstantu k, tako da nisu zadovol-
Jeni uvjeti leme 2.1 moZemo pokusati uzeti vecu konstantu C. No ako nam se
neprestano dogada da nije zadovoljena pretpostavka leme, obi¢no se dogodila

Jjedna od sljedecih situacija:
e gornja ograda za H je jako velika ili ne postoji,

e gornju ogradu za H smo vec jako smanjili, tako da se ne moZe vise sman-

Jivati,
e vektory je vektor reSetke L razli¢it od nulvektora,

e brojevi «y; su linearno zavisni nad Q.

Sluéaj 2:
Re(a;) =0, i=0,1,...,n.
Ovaj slugaj se svodi na prethodni ako definiramo o = \/O‘—_Ll
Sluéaj 3: Opéenit slu¢aj kad su
07 G(C, i:O71,...,TL.
U ovom slu&aju nasoj linearnoj formi
A = + Z T
i=1
pridruzimo reSetku £ generiranu stupcima matrice
1 0 0 0
= . : . ) . € M, (Z)
0 . 1 0 0
[C - Re(aq)] . . [C-Re(an—2)] [C-Re(an-1)] [C- Re(a)]
[C-Im(ay)] . . [C-Im(ay—2)] [C-Im(a,—1)] [C-Im(ay)]

Na ovom mjestu, ukoliko je to potrebno permutirajmo brojeve «; tako da
determinanta pridruZzene matrice bude razli¢ita od nule. Dok konstantu C', biramo
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veli¢ine oko /X . Sada koristeci cjelobrojnu verziju LLL-algoritma nadimo donju

ogradu k, za

B min{|[x —y|: x€ L}, yZL
I ,Y)—{ min{||x||: x€ L,x#(0,...,0)}, ye L’

gdiejey = (0..0 —[C - Re(w)] —[C - Im(a)])t € Z". | sada imamo
analogon lemi 2.1.

Lema 2.2 Neka je

1+ X,
S=Y X} T=-—==1""2
Z V2

Ako je k3 > T? + S, onda vrijedi
H< ki(log(C’kQ) log(/k2 — S — T)
ili jexy=...=x, =0, ax, | iz, zadovoljavaju sustav
Tn-1[C - Re(an-1)] + x,[C - Re(a,)] = [C' - Re(a)],
Tn-1[C - Im(an)] + 2a[C - Im(am)] = [C'- Im(ag)].
PokaZimo sada na jednom primjeru kako se koristi upravo opisana metoda.

Primjer 2.1 Nadimo sva rjeSenja nejednadzbe
|21 log 2 + 251log 3 + w3log5 —log 7| < e,

gdje su xy, 9, w3 € Z, a X = max{|z;| : i = 1,2,3} < Xy = 10%.

Oznacimo linearnu formu
A =x1log2 + x9log3 + x3logh — log 7.
Tada je nasa nejednakost oblika

|A| S k26_k3X7
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gdje je ko =1 i ks = 1. Sada nasoj linearnoj formi pridruZimo reSetku L generi-

ranu stupcima matrice

1 0 0
A= 0 1 0
[Clog2] [Clog3] [Clogbh]

Sada izaberemo konstantu C' veli¢ine oko X3, ali kako je uvijek dobro uzeti malo
veéu konstantu, uzet cemo C = 10'°. Tada za prvi vektor reducirane baze

(dobivene LLL-algoritmom) dobivamo

—1515246263903680163735468625616799
by = —50289739459725489063203391695738 ;
1155937255867757166304329056366403

a za konstantu k, nakon kraceg raduna dobivamo k? = 1.446071 - 10°¢. Nadalje,
lako se provjeri da vrijedi k? > T?+ S, jer je S =2-10%, a T = 0.5-(1+3-10%)
pa moZemo primjeniti lemu 2.1 koja nam daje X < 154. Primjetimo koliko je ta
ograda manja u odnosu na prvotnu.

Sada nastavljamo isti postupak za X < X, = 154. Nakon jos dva koraka
redukcije, moguce je dobiti X < 10. Tada nije tesko provjeriti uvrstavanje koji

x;-ovi zadovoljavaju poletnu nejednakost. Dobivamo da su to
(xla T2, ZL‘3) = (_57 27 2)7 (_2a 07 2)7 (_27 Sa O)a (_]-7 _27 3)7 <_17 1a ]-)7

(0,0,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,7,—4), (2,—-1,1), (2,2, —1).

Primjer 2.2 Opisimo sada jo$ jednu primjenu LLL-algoritma. Pokusajmo naci
polinom stupnja 3 s "malim” cjelobrojnim koeficijentima Ciji e korijen biti jako
blizu broja 7. Recimo da Zelimo naéi takav polinom s koeficijentima reda 102
Jedan od nacina kako rijesiti taj problem je nadi jako malu vrijednost linearne

forme

_ 3 2
AN =277 + 29 + x3m + 24,
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gdje Zelimo da su x; reda 10%. U tu svrhu definirajmo resetku generiranu stupcima

matrice

1 0 0 0
A 0 1 0 0 7
0 0 1 0

3101 987 314 100

gdje je zadnji redak dan sa [1007*~"]. Jasno je da ée mali vektor resetke generiran
stupcima od A odgovarati polinomu treceg stupnja s "malim” koeficijentima i
korijenom blizu broja m. Ako nademo LLL-reduciranu bazu resetke, njen prvi
element Ce biti jako dobra aproksimacija najmanjeg elementa u reSetki, a iz toga
Jje onda moguce naci traZeni polinom.

Koriste¢i GP-Pari, nalazimo da je reducirana baza nase reSetke dana stupcima
matrice AU, gdje je

-1 -1 -2 -3
o 1 2 —6
0O 1 -5 2

31 18 58 146

U=

Sada iz prvog stupca matrice U o&itavamo polinom treéeg stupnja x® — 31 koji
ima korijen « za koji vrijedi |a — 7| < 0.00022.
Pretpostavimo sada da Zelimo naci polinom treceg stupnja s korijenom jos

blizim broju 7. Sada zadnji redak matrice A zamijenimo s [10007*~*]. Dobivamo

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0
31006 9870 3142 1000

A:

U ovom slutaju je reducirana baza dana sa AU, gdje je

2 -1 3 5)
-1 0 -1 9

U: )
-1 0 6 1

—-49 31 -—-102 —247

pa dobivamo polinom treéeg stupnja 223 — x*> — x — 49 koji ponovo ima korijen

B jako blizu broja 7. Naime, vrijedi |5 — 7| < 0.000027.
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Ako pak Zelimo naci polinom treceg stupnja s jednim korijenom blizu broja e

i jednim korijenom blizu 7, onda definiramo matricu

1 0 0 0
0 1 0 0
2009 739 272 100
3101 987 314 100

)

&ija su zadnja dva retka dana sa [100e*~] i [1007*~%]. Tada je LLL-reducirana

baza reSetke generirana stupcima matrice A dana sa AU, gdje je

66 —6 214 27
—134 9 414 =27

Iz prvog stupca matrice U o&itavamo polinom treceg stupnja 33 —2x%—66x+134
Cija su dva korijena dana sa x ~ 2.72532 | x5 ~ 3.14788.

2.4 Baker-Davenportova redukcija

| prije nego prijedemo na glavni dio kolegija, primjenu linearnih formi u logarit-
mima na diofantske jednadzbe i probleme, spomenimo jo$ jednu redukciju koju
¢emo isto koristiti kod smanjivanja gornje ograde za veli¢inu rjeSenja. Verzija
Baker-Davenportove redukcije koju ¢emo mi koristiti opisana je u sljedecoj lemi.

Lema 2.3 Neka su k,u realni brojevi i N prirodan broj. Neka je nadalje §
konvergenta razvoja u verizni razlomak broja r takva da vrijedi ¢ > 6N, te neka
Jjee = |pqll — N - ||kq||, gdje je sa ||.|| oznacena udaljenost do najblizeg cijelog
broja. Ako je ¢ > 0, onda nejednadzba

O<nk—m+pu<A-B™,

gdje su A > 0, B > 1 realni brojevi, nema rjeSenja u prirodnim brojevima m in
takvima da vrijedi
log ()

<
logB "

IA

N.
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Dokaz. Neka je 1 < n < N. Tada vrijedi
n(kq — p) +np —mq + pg < gAB™",
odnosno
qAB™" > g — (mq — np)| — nllkq|| = |lpgl — Nllxgl = ¢,

iz ¢ega zaklju¢ujemo
log (/)

<
" log B

Napomena 2.7 Uvjet ¢ > 6N u lemi je donekle proizvoljan. Naime, s jedne
strane Zelimo biti Sto sigurniji da e vrijediti ¢ > 0, a s druge Zelimo da nam
q bude sto manji kako bi nova ograda bila sto manja. Iz svojstva konvergenti
vrijedi || kq|| < %, dok o ||juq|| oplenito ne znamo nista. Zato je razumno uzeti

barem q > 2N, a uvjet ¢ > 6N se pokazao eksperimentalno kao dobar izbor.

Napomena 2.8 Ako nam uvjet ¢ > 0 nije zadovoljen, onda moZemo pokusati

uzeti sljedecu konvergentu i vidjeti hoce li nam za nju uvjet biti zadovoljen.
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Poglavlje 3

Linearne forme u logaritmima

3.1 Uvod

KaZzimo na pocetku neSto o povijesti razvoja teorije linearnih formi u logarit-
mima algebarskih brojeva. 1900. godine, David Hilbert je na medunarodnoj
matemati¢koj konferenciji u Parizu predstavio 23 problema za koje je vjerovao da
Ce biti rijeSena u narednom stoljecu i da ¢e za njihovo rjeSavanje biti potreban
razvoj nekih novih metoda. Jedan od tih problema je sedmi Hilbertov problem
gdje je trebalo dokazati transcendentnost broja o za a # 0, 1 algebarski broj i
( algebarski iracionalan broj.

Taj problem su 1934. neovisno rijesili Gelfond i Scheider. Njihov teorem kaze
da ako su aj i ay nenul algebarski brojevi takvi da su logay i logas linearno

nezavisni nad QQ, onda je

B log oy + Bolog o # 0

za algebarske brojeve (31, 3. No osim $to su pokazali da je taj izraz razli¢it od
nule, Gelfond je 1935. dobio i donju ogradu za apsolutnu vrijednost linearne
forme A = () log oy + (33 log aa. Preciznije, dokazao je da vrijedi

log [A| >> —h(A)",

gdje je h(A) logaritamska visina linearne forme, a x > 5. Sam Gelfond je
Cetrdesetih godina proslog stolje¢a primjetio da bi poopcenje ovakvih rezultata
na linearnu formu u vise logaritama omogudilo rjeSavanje mnogih problema iz

teorije brojeva.

53
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To je 1966. napravio engleski matemati¢ar Alan Baker. Dokazao je da uko-
liko su v, ..., nenul algebarski brojevi takvi da su log a, ..., log a,, linearno
nezavisni nad Q, onda su 1,logayq,...,loga, linearno nezavisni nad poljem al-
gebarskih brojeva. Takoder, Baker je dokazao i kvantitativan razultat. To je
bilo dovoljno da se rijesi Gaussov problem broja klasa, da se dobije eksplicitna
konstanta u Liouvilleovom teoremu bolja od one koju je dobio sam Liouville, a
dan je i algoritam za efektivno rjeSavanje Thueovih jednadzbi.

Prijedimo sada na definiranje osnovnih pojmova.
Definicija 3.1 Linearna forma u logaritmima algebarskih brojeva je izraz oblika
Grlogaq + ...+ B, log a,,
gdje su «; i 3; kompleksni algebarski brojevi.

Ovdje ¢emo razmatrati samo sluéaj kad su f3; cijeli brojevi, i oznatavat ¢emo
ih s by,...,b,. To je jedini slu¢aj koji ima primjenu na diofantske jednadZbe.
Takoder, u ovom poglavlju log ¢e uvijek oznacavati glavnu vrijednost komplek-
snog logaritma.

Neka je K polje algebarskih brojeva stupnja D. Neka su nadalje aq, ..., a,

elementi od K razli¢iti od 0 i by, ..., b, cijeli brojevi. Definirajmo

B =max{|bi],...,|bal},

A =ab - alr — 1,

Zelimo naéi donju ogradu za |A*|, pretpostavljajuéi A* # 0. Kako se log(1 + )
asimptostski priblizava x kako |x| teZi u 0, na¥ problem se svodi na nalaZenje

donje ograde linearne fome u logaritmima
A=bloga; + ...+ b,logay, + by log(—1),

gdje je b1 = 0, ako je K realno polje, a |b,41| < nB inale. lako su linearne
forme A* i A usko povezane (posebice jedna je jednaka nuli ako i samo ako je
i druga), bit e korisno koristiti obje ove forme. Takoder, prisjetimo se definicje

apsolutne logaritamske visine algebarskog broja.



3.1. UVOD 95

Definicija 3.2 Neka je K polje algebarskih brojeva stupnja D i neka je « € K*
algebarski broj stupnja d|D. Neka je nadalje Zogkg 4 axX* njegov minimalan
primitivni (koeficijenti su mu relativno prosti) polinom u Z[X| tako da je aq # 0.

Definiramo apsolutnu logaritamsku visinu h(«) algebarskog broja o sa

1
h(a) = 3 <10g|ad| + Z max{log|ai|,0}> :

1<i<d

gdje su «; konjugati od «.
Neka su nadalje Ay, ... A, realni brojevi tako da vrijedi
A; > () = max{Dh(a;),log |a;],0.16}

za j = 1,...,n. b/ zovemo modificiranom visinom. Koriste¢i gornje oznake

vrijede sljedeci teoremi Matveeva.
Teorem 3.1 (Matveev, 2001) Pretpostavimo da vrijedi A* # 0. Tada je
log |[A*| > —3- 30" (n + 1)>°D?A; - -+ A, (1 + log D)(1 + lognB).
Nadalje, ako je K realno, vrijedi
log |A*| > —1.4-30""n**D?A, ... A, (1 +log D)(1 + log B).

Teorem 3.2 (Matveev, 2001) Pretpostavimo da vrijedi A = by log a1 +. . .+b,, log o, # 0,
gdje su «; algebarski brojevi, a b; cjelobrojni koeficijenti. Tada vrijedi

log |A| > —2-30""*(n 4+ 1)°D?A; - - A, (1 +log D)(1 + log B),
gdje je B = max{|b;| : 1 <i <n}.

lako ¢e za nas biti dovoljno dobiti donje ograde za linearnu formu u logar-
itmima koje slijede iz ovih teorema, u nekim primjerima koristit ¢éemo i sljededi

Baker-Wistholzov teorem.

Teorem 3.3 (Baker-Wiistholz, 1993) Pretpostavimo da vrijedi A = by log a1+. . .+b,, log av,, # 0,
gdje su «; algebarski brojevi, a b; cjelobrojni koeficijenti. Onda je

log |[A| > —18 - (n + 1) (32D)" 2 log(2nD)h" (o) - - - B (v, ) log B,

gdje je D stupanj prosirenja polja algebarskih brojeva Q(a, . .., a,), B =max{|b;| : i =1,...,n},
a h' (o) = max{h(a), %| log a, %}
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U nekim primjenama na diofantske jednadZbe potrebna je bolja ocjena u ovis-
nosti o B, poput sljedeéeg rezultata. Koristeci gornje oznake, pretpostavljajudi
da su algebarski brojevi oy, . . ., a,, multiplikativno nezavisni nad Q i da je b,, # 0,

postoji pozitivna eksplicitna konstanta C'(n) tako da vrijedi
log |A| > —C(n) - D*(log D)A; - -- A, log B,

gdje je

, bl 1by]
B —1%?£{I+A—n :

J
Usporedujuéi to s teoremom 3.2, dobivamo poboljSanje posebno kad «,, ima

veliku visinu i kad je |b,| malo.
Takoder je vazno usporediti dobivenu ogradu za |A| s elementarnom donjom

ogradom koja daje
log |A] > —=D(1 + |by|h(aq) + ... + |bu|h(an))-

U ovoj ocjeni ovisnost o D i svakom h(«;) je bolje nego u spomenutim teo-
remima, ali je u teoremima ovisnost o B logaritamska, za razliku od linearne u
elementarnoj ocjeni. To je najveca razlika, i zato ova elementarna ocjena nema
primjenu u diofantskim jednadzbama. Ustvari, za primjenu ne trebamo donju
ogradu koja je logaritamska u ovisnosti o B. Sljedeci rezultat bi bio dovoljan: za
svaki € > 0 postoji pozitivna konstanta C; takva da vrijedi

log |A| > —¢B,

za B > C,, gdje C. ne ovisi o B, nego o ay,...,a, i njihovim logaritmima. U

praksi, najbolji rezultat za dva i tri logaritma ovisi o log® B.

3.2 Primjena linearnih formi na diofantske

jednadzbe i probleme

U primjeni na diofanske probleme strategija je sljede¢a. U prvom koraku, ra-
zli¢itim i Cesto "ad hoc” algebarskim manipulacijama pridruzimo " velika" rjeSenja
jednadZbe "jako malim” vrijednostima odredene linearne forme u logaritmima,

$to znadi da imamo gornju ogradu za vrijednosti linearne forme koja odgovara
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rjeSenju jednadzbe. Usporedujudi tu gornju ogradu s donjom ogradom dobivenom
iz Bakerove teorije (odnosno teorema 3.1, 3.2 i 3.3), dobivamo gornju ogradu M
za apsolutne vrijednosti nepoznanica u nasoj jednadzbi.

Sada imamo dva slu¢aja u kojima ¢emo rijesiti jednadZbu. Prvo, ako M nije
prevelik, tada jednostavnim uvr$tavanjem nalazimo kompletnu listu rjeSenja koja
su manja od M.

Drugi vaZan slucaj je kad pridruZena linearna forma ima svojstvo da su samo
koeficijenti b; nepoznati. Tada iz ograde |b;| < M dobivene na opisani na&in
moZemo dobiti puno manju ogradu. Zaista, efektivne tehnike iz diofantskih
aproksimacija, kao $to su verizni razlomci (Baker-Davenportova redukcija) i LLL-
algoritam, mogu se koristiti za dobiti dobru donju ogradu za | | b;z;| koja se
moze koristiti umjesto ocjene Bakerovog tipa. Usporedujui tu donju ogradu s
gornjom ogradom, dobivamo vrijednost M’ tako da je |b;| < M’. Taj postupak

moZemo ponavljati dok vise ne dobivamo novo poboljsanje.

3.2.1 Donja ograda za [2™ — 3"|

Jedna od jednostavnih primjena linearnih formi u logaritmima je dokaz da |2™—3"|
teZi u beskonalnost kad m + n tezi u beskona¢no, kao i za dobivanje eksplicitne
donje ogradu za ovaj izraz.

Neka je n > 2 cijeli broj i definirajmo m i m’ tako da vrijedi

om' < gn o gm+l

3" — 2| = min{3" — 2™ 2™+ _ 3"},
Tada vrijedi
|2m — 3" < 2™, (m —1)log2 < nlog3 < (m + 1) log2

i problem nalaZenja donje ograde za |2™ — 3"| se o&ito svodi na taj poseban
slucaj.

Sada definirajmo linearnu formu

A =3m2m — 1,
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Koristeci teorem 3.1 dobivamo
log |A*| > —co(1 + logm),
gdje se kratkim ragunom dobiva ¢y = 5.862 - 108. To nam daje sljede¢u ocjenu.
Teorem 3.4 Neka su m in prirodni brojevi. Tada vrijedi
27 — 37| > 2™ (em)~586210°

Opcenitije, ako sa S ozna&imo kona&an skup prostih brojeva i ako je (z;);>1

rastudi niz svih cijelih brojeva &iji prosti djeljitelji pripadaju skupu S, tada vrijedi
|j1 — 23] = 2j(logz;) ™,

gdje se konstanta ¢ moZe eksplicitno izracunati u ovisnosti o prostim brojevima
iz S.

Korolar 3.1 Sva cjelobrojna rjeSenja diofantske jednadzbe
2m — 3" =5,
dana su sa (m,n) = (3,1), (5, 3).
Dokaz. Koristeci teorem 3.4 dobivamo
5> 2m(6m>75.862-108,

$to povladi
log5 > mlog2 — 5.862 - 10%(1 + logm),

odnosno m < 2.1-101%in < % < 1.4-10'°. Nadalje |2™ — 3"| = 5 povlati

—n

log 3 - 5
m-—n

log 2 log 2
Iz toga zaklju&ujemo, kako je %3_” < 5=, zan >4, da ako je (m,n) rjeenje

nade jednadzbe tako da je n > 4, tada je ”* konvergenta razvoja u veriZni

log 3

razlomak broja £ = log 2"
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Ali primjetimo da za n < N = 1.4-10'°) najmanja vrijednost od |m — né| se
dobiva za najveéu konvergentu veriznog razlomka od £ tako da je nazivnik manji
od N. Tada dobivamo

5
log 2

log 3

37" > ’m -n ' > 1074,

log 2
za 0 < n < 1.4-10%. Sada vidimo da ako je (m,n) rjeSenje naseg problema,

tada je n < 24. | sada provjerom za 1 < n < 24, dokazujemo nasu tvrdnju. MW

Vrijedi i opcenitiji rezultat, koji je dokazao Bennett 2001.

Teorem 3.5 (Bennett) Za dane cijele brojeve a, b i ¢, razli¢ite od nule, jed-

nadzba a™ — b™ = c ima najvise dva cjelobrojna rjesenja.

Opisimo na kraju ovog odjeljka jo$ jedan malo opcenitiji problem, kako rijesiti
nejednadzbu
O<u—v< X,

gdje su u i v cijeli brojevi s prostim faktorima iz danog skupa {p1,...,p}, a X
dani prirodan broj. Primjetimo da smo malo prije do zadnjeg koraka i provjere
da li (m,n) zadovoljava jednadZbu, ustvari rjeSavali 0 < 2™ — 3™ < 5.

Zapisimo prvo
T T
U; (%
i=1 =1

Za pocetak ¢emo se skoncentrirati na primitivna rjeSenja, odnosno ona za koja
vrijedi (u,v) = 1. Neprimitivna rje¥enja se kasnije lako dobivaju iz primitivnih.
Tada za svaki ¢ = 1,...,r vrijedi u;v; = 0. Definirajmo sada linearnu formu

2

0< A" = Hp?“*vi —1< Xo
i=1

$to povladi

0<A:= Z:(uZ — ;) logp; < Xv ™t
i=1
Definirajmo sada m; = w; — v; i M = max{|m;| : i« = 1,...,r}. Takoder

bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti p; < py < ... < p,. Sad je
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ili M = max |v;], $to povla&i v > p}! ili je pak M = max|u;| kada moZemo
M
zaklju¢itiv > u— X > % > %, ako je u > 2X. Znadi, ako je u > 2X, imamo

0<A:= Z(ul — ;) logp; < Xv™t < 2X e Mlogpi (3.1)
i=1
Usporedujudi tu ogradu s donjom ogradom iz teorema 3.1 zaklju¢ujemo

Mlogp, <log(2X) + 1.4 -30" 345 (H logpi) (1 + log M).

=1

Za dobiti gornju ogradu za M moZemo koristiti sljedecu lemu.
Lema 3.1 (Petho, de Weger) Neka je B nenegativan cijeli broj takav da vrijedi
alog B+ > ~B.
Ako je a > ey, onda vrijedi
B < 2 (Ozlogg+ﬁ> )
8 8

| sada imamo sljededi algoritam za nadi sva rjeSenja nejednadzbe 0 < u—v < X,

gdje u i v imaju sve proste faktore u skupu {p1,p2,...,pr}:

e Prvo nadimo gornju ogradu za M koristeéi zadnju lemu. Ukoliko definiramo

A = logpi, Ao = 1.4- 307345 (H logpi> , Az = Ao + log(2X),

i=1

imamo 5 \
M< = (dlog 22+ 2s).
_)\1(2Og)\1+ 3)

e Sada primjetimo da nam nejednakost (3.1) ima isti oblik kao i (2.10) za
ky = 2X i ks = logp;. Pa moZemo primjeniti LLL-algoritam i smanjiti

gornju ogradu za M.

e Kada nam je gornja ograda za M dovoljno mala, provjerimo za sve

T r
U= piz7 v = piz7
i=1 =1

gdje su |u,|, |v;| < M iwu;v; = 0, dali je zadovoljena nejednadzba 0 < u—v < X.
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e Provjerimo ima li primitivnih rjeSenja takvih da vrijedi u < 2.X.

e | na kraju dodamo neprimitivna rjeSenja ako ih ima. Njih dobivamo tako da
primitivno rjeSenje mnoZimo prostim brojevima py,...,p, i provjeravamo

je li zadovoljena poletna nejednadzba 0 < u —v < X.

Primjer 3.1 PokaZimo sad na jednom primjeru kako funkcionira opisani

postupak. Rijesimo nejednadZbu
O<u—v<5h,

gdje su jedini prosti djeljitelji od w i v dani sa py =2 i ps = 3.

Tada prema upravo opisanom, nasem problemu pridruZimo linearnu formu
u logaritmima

A =mylog2 + mylog3,
gdje je my = uy — vy, Mg = Uy — Vg, @
u = 213", v =2"3"

Tada, ukoliko je w > 10 imamo nejednakost oblika (2.10) za ky = 10
i k3 = log2. Nadalje prema prethodno opisanom, lako je dobiti gornju

ogradu za M = max{|m|, |ms|}. Vrijedi
M < 3.65-10".

Tada nasoj linearnoj formi pridruZimo reSetku generiranu stupcima matrice

Y 1 0
~\ [Clog2] [Clog3] |’

gdje éemo uzeti C' = 10%°. Tada nam cjelobrojna verzija LLL-algoritma

daje da nam je reducirana baza dana stupcima matrice

B 766512153894657  —683381996816440
| —476302006617303 —1008615542976179 |

Tada nije tesko izra¢unati konstante koje smo prije oznacili s ky i ky. Do-
bivamo ki = 1 i k3 = 8.15 - 10%°. Kako je nadalje S = 1.34 - 10?2 |
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T = 3.66 - 10°, primjenom leme 2.2, dobivamo novu gornju ogradu za
M, M < 53. Sada primjenjujuéi isti postupak jos dva puta moZemo jos
smanjiti ogradu za M. Dobivamo M < 9.

Tada nije tesko provjeriti koja su primitivna rjeSenja nase nejednakosti.
Dobivamo da su to

(u, v) = (1, O), (2, O), (2, 1), (4, 0), (4, 1), (4, 3), (8, 3), (32, 27), (3, O), (3, 1), (3, 2),
(97 4)7 (97 8)7 (O’ _1)7 (07 _2>’ (_1’ _2)’ (07 _4>7 <_3’ _4)’ (_3a _8)7
(—27,-32),(0,-3),(—1,-3),(—2,-3),(—4,-9), (-8, -9), (1, 1), (1, —-2),
(1, —3), (1, —4), (2, —1), (2, —3), (3, —1), (3, —2), (4, —1).
| tu treba jos dodati neprimitivna rjeSenja
(u,v) = (4,2),(6,3),(8,4),(8,6),(12,9), (16, 12), (6, 2), (6,4),
(9, 6), (12, 8), (18, 16), (27, 24), (36, 32), (—2, —4), (—3, —6), (—4, —8),
(—6, —8), (—9, —12), (—12, —16), (—2, —6), (—4, —6)(—6, —9),
(—8, —12), (—16, —18), (—24, —27), (—32, —36), (2, —2).

OpiSimo sada jo$ nekoliko problema kod kojih moZemo koristiti linearne

forme u logaritmima algebarskih brojeva.

3.2.2 Donje ograde za trag od o"

U ovom odjeljku éemo opisati kako teorem 3.2 moZemo koristiti u dobivanju
donje ograde za trag algebarskog broja.
Neka je o algebarski broj stupnja d > 1, koji nije korijen iz jedinice. Neka su

a = ai,Qa,...,0q Njegovi konjugati takvi da zadovoljavaju
lag| > |ag| > |asg] > ... > |aal.
Tada se trag od o moZe ralunati po formuli

Tr(a") =af +a5 + ...+ aj.
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Promotrimo prvo trivijalan sluéaj |ay| > |az|. Tada vrijedi
ja|" = (d = Dfes|" < [Tr(a™)] < Jaa[* + (d = T)]azl",

odnosno |Tr(a™)| =~ |a|™.
Pretpostavimo sada da vrijedi |a1| = |as| i @1 # —ag. Tada ako stavimo

a = pe?, p > 0, imamo
o +af = o"(eM + e ") = 20" cos(ny).

Ova formula nam pokazuje da je traZenje donje ograde za |a} + a4, ekvivalentno

traZzenju donje ograde za linearnu formu
Ay = nip — kim,

gdje je i = v/—1, a k cijeli broj. Linearna forma A; je linearna forma u logarit-
mima algebarskih brojeva s cjelobrojnim koeficijentima. Zaista, vrijedi

i = log @ , im = log(—1),
|l

i —1 algebarski brojevi. Tada, koristeci teorem 3.2, znamo da postoji

gdje su |i

al

pozitivna konstanta ¢ («) koja ovisi samo o «, takva da vrijedi
log |A1] > —c1 () logn.

A iz toga odmah slijedi
I Tr(a™)| > 0.5|a*n=c ),

za n > cy(a), gdje su ¢1(a) i ca(a) pozitivne konstante koje ovise samo o «.

Moze se dokazati i opcenitiji rezultat.

Teorem 3.6 Neka su a i v algebarski brojevi razli¢iti od 0 i neka o« ¢ Q. Tada

vrijedi
laa™ +aa”| > |a|"n"%,

zamn > cq4, gdje su c3 i ¢y pozitivne konstante koje ovise samo o a i c.
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3.2.3 Ciste potencije u binarno rekurzivnim nizovima

Prisjetimo se prvo definicije Fibonaccijevih i Lucasovih brojeva. Ta dva niza (F},)

i (Ly,) su definirana sa
Fo=0,F =1, Fyo=F,+F,,
Ly=2, Ly =1, Lyto = Lyt1 + L.
Tada vrijedi

Fn:u7 Ln:an+ﬂn7

1+v5 _ 15
2 , 3= 2 -

Pretpostavimo sada da je F;,, = yP Cista potencija. Tada vrijedi

VB = 0(a™)

zan >0, gdje je a =

odnosno
Ay =nloga — plogy — logV/5 = O(a™) = O(y™). (3.2)

Tada postoje cijeli brojevi k i r takvi da vrijedi n = kp+ri |r| < £, pa dobivamo

k
Ay = plog (a_) + rloga — log V/5,
Y

Sto je linearna forma u tri logaritma. Ako na nju primjenimo teorem 3.1, dobivamo
log |As| > —c5logylogp.

Ako to usporedimo s (3.2), vidimo da je eksponent p ograniten. Preciznije,
Matveevi teoremi nam daju p < 3-10'®. No u specijalnom slu&aju linearne forme
u tri logaritma imamo i poboljSanje teorema Matveeva koje su napravili Bugeaud,
Mignotte i Siksek, pa dobivamo p < 2- 108, to onda vise nije problem provjeriti
kompjuterom, jer se pokazuje da gornja ograda za p povladi gornju ogradu za n.
Sli¢na razmatranja, ako pretpostavimo da je L,, = y”, vode na linearnu formu u
dva logaritma, te koristeéi rezultat Laurenta, Mignottea i Nesterenka dobivamo
jo$ bolju ocjenu, p < 300. Tada moZemo zakljuditi da su jedine &iste potencije u

danim nizovima dane sa
Fo=0F=F=1F,=8=2%F,=144=12% L, =1,Ls = 4 = 2%

Opcenito vrijedi sljedeéi teorem.
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Teorem 3.7 Neka je (u,) niz cijelih brojeva oblika
U, = aa”™ + O(|al”™), 0 <0 <1,

gdje su a i « nenul algebarski brojevi, takvi da vrijedi || > 1, neka je 0 fiksiran

i neka je u, — aa"™ # 0 za sve n. Tada jednadZba
Uy = YP, Up ¢ {07 :]:1}7
povlagi p < cg, gdje cg ovisi samo o a, « i 0 te o implicitnoj konstanti u O.

Promotrimo sada na jednom konkretnom primjeru kako koristiti linearne forme

u logaritmima algebarskih brojeva kod Fibonaccijevog niza.

Primjer 3.2 PokaZimo da je jedini Fibonaccijev broj koji u dekadskom zapisu

ima sve znamenke jednake, Fyy = 55.

Rjesenje. NalaZenje Fibonaccijevih brojeva koji u dekadskom zapisu imaju

sve znamenke iste ekvivalentan je rjeSavanju diofantske jednadzbe

- 10m -1
Fn:dd---d:d-l()m‘1+d-10m‘2+...+d:d10 = (3.3)
pa rijesimo tu jednadzbu.
Pretpostavimo da je n > 1000. Tada, ako ozna¢imo o = 1+2\/5, 6= 1’2\/5,
onda (3.3) moZemo zapisati
o — [" _d10m—1
V5 9
$to dalje moZemo zapisati kao
d/5 d/5
a” — T\/_lom = |p" - T\/_ <o 100 4 /5 <25, (3.4)

Nadalje se indukcijom po n lako moZe pokazati da vrijedi

Q" ? < F,<a™!

za sve n > 3. Tada je
Q"2 < F, < 10™,
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odnosno
log 10

n <
log

100" < B, <ot

$to povladi

m — 4.

log 10 log 10 log 10 log 10
B 1) r1= By (B2 1) > 8
log o log o log v log o

Sada zaklju¢ujemo da je
n € [em —4, em + 2],

gdje je ¢ = llofo ~ 4.78497. Kako je ¢ > 4, vidimo da za sve n > 1000 vrijedi

n > m. Definirajmo sad linearnu formu

A = dT\/gof"lOm —1,

za koju iz (3.4) zaklju¢ujemo da vrijedi
2.5 1
N < — < —,
a’ am~
odnosno
log |[A*| < —(n — 2)log .
S druge strane donju ogradu za |A*| moZemo dobiti iz teorema 3.1. Ozna&imo

dv/'5

) = ,()622067063:10,

9

b1:17b2:—n7b:m.

Nadalje primjetimo da je Q(ay, as, a3) = Q(+/5) pa je u notaciji teorema D = 2.
| jasno je B = n. Nadalje, as i a3 su olito algebarski cijeli brojevi, dok je

minimalni polinom od «; nad Z djeljitelj od
P, (z) = 812% — 5d°.
Tada vrijedi

1 1
h(en) < 5 (log 81+ 2log V5) = 5 log 405 < 3.01,
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h(a) = =

h(as) = log 10 < 2.31.

(loga + 0) < 0.25,

N |

Tada za A;-ove moZemo izabrati
A; =6.02, Ay = 0.5, A3 = 4.62,
pa nam teorem 3.1 povladi
log |[A*| > —1.4-30%-3%*%.4-(141og2)-6.02-0.5-4.62- (14 logn).
Ako to usporedimo s gornjom ogradom i malo sredimo, dobivamo
n—2 < 1.35-10"(1 + log n),

odnosno n < 5 - 104,
Sada nam ostaje jo$ reducirati ovu ogradu. To éemo napraviti Baker-Davenportovom
redukcijom, pa ¢emo prije morati dobiti nejednakost kao u lemi 2.3. Primjetimo

prvo da nam je u jednakosti
1— f a "10™ < (5" - —f>

desna strana negativna, pa ako ozna¢imo

z = logay; — nlogas + mlog as,

dobivamo
2.5
——<1l-e"<0.
an
Nadalje, iz toga i pretpostavke n > 1000 dobivamo e* < 1.5, odnosno
2.5e* 4
0<er—1< 22 —.
am a™

Kako je z < e — 1, zaklju¢ujemo
4
0 <mlogas —nlogas +loga; < —,
an

$to mozemo zapisati

1 | 4
O<m(oga3)—n+ oga1< <3.

log avg logas amlogas — an
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Kako je
d+/510™
1 — \/_— < 1’
an
imamo
dv/510™
— < 2,
an
odnosno
dv/510™
a > —— > 10™.
2
Dobili smo

1 1
0<m 08 %3 —-n+ 0ga1<—9 ,
log avp logay — 10™

§to je ba¥ nejednakost kakvu Zelimo. A iz n < 5 - 10, moZemo zakljuditi
m < 5-10*. Sada primjenjujuéi Baker-Davenportovu redukciju, nakon prvog
koraka dobivamo novu ogradu m, m < 21, a iz toga odmah n < 102. Zna&i ostaje
samo provjeriti $to se dogada za n < 1000. No onda se, recimo u Mathematici,

vidi da je jedino rjeSenje stvarno dano sa Fjy = 55.

3.2.4 Najvedi prosti faktori clanova rekurzivnih nizova

Kao i u prethodnom odjeljku promatrajmo niz nenul cijelih brojeva u,, takav da
vrijedi
U, = aa” 4+ O(|a|™), 0 < 0 < 1, u, # aa”,

gdje su a i @ nenul algebarski brojevi, || > 1 6 fiksiran. Neka je nadalje p; = 2,
p2 =3, p3 = 5, ... rastudi niz prostih brojeva. Pretpostavimo da je najveli prosti
faktor od u jednak pjy, odnosno

Uy, :p’l"l .. .p’];k’
gdje je . > 0. Definirajmo linearnu formu u logaritmima algebarskih brojeva
As =nloga +loga —rilogpy — ... — 1 log py.
Tada definicija broja u,, povladi

IOg |A3| S —Crn,
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gdje je ¢; pozitivna konstanta koja ovisi samo o a, «, 6 i implicitnoj konstanti u

O. S druge strane teorem 3.2 povla&i
log |As| > —cs(log pi)* logn,

gdje je cg pozitivna konstanta koja ovisi samo o a i «. Usporedujuéi te dvije

ocjene i koristeéi p ~ klog k dobivamo sljedeéi teorem.
Teorem 3.8 Neka je (u,) niz nenul cijelih brojeva oblika
u, = aa” +O(|al™), 0< 0 <1,

gdje su a i o nenul algebarski brojevi, takvi da je || > 1, @ fiksiran i neka
Jje u, # aa" za sve n. Neka je nadalje (py) rastuci niz svih prostih brojeva i
pretpostavimo da je najveci prosti fator od u,, jednak py. Tada vrijedi
cologn
log log log n’
gdje je cy pozitivna konstanta koja ovisi samo o a, «, 0 i implicitnoj konstanti u
0.

3.2.5 Najvedéi prosti faktori u vrijednostima cjelobro-
jnih polinoma

Neka je f(X) € Z[X] ireducibilan polinom stupnja n > 2 i neka je x prirodan
broj. Koristeéi Bakerovu teoriju, moguce je naci donju ogradu za najveci prosti
faktor od f(z).

No kako se takva donja ograda moZe nadi i za neke reducibilne polinome,
uzmimo na primjer f(X) = X(X — 1). Tada u istoj notaciji kao u prethodnom
odjeljku zapisimo

x(x—1) =pi' - pf,
gdje je r;, > 0. Tada za odgovarajuée ¢; € {£1}, dobivamo
1
r—1

S e

Kako je p; ~ jlogj, a teorem 3.2 nam povladi da postoji pozitivha konstanta
10, takva da vrijedi

log z < co(log pr)* log log
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dobivamo
log log log x

pr ~ klogk >> loglog x .
log log log log x

Sli¢an rezultat se moZe dobiti za proizvoljan ireducibilan polinom u Z[X] stupnja
n > 2.

3.2.6 Diofantska jednadzba az" — by" = ¢

Promotrimo sada eksponencijalnu diofantsku jednadZbu
ax" —by" = c,

gdje su a i b dani prirodni brojevi, a ¢ nenul cijeli broj, dok su x, ¥ i n nepoznanice.

Ako je za neki eksponent . postoji rjeSenje ove jednadzbe za |y| > 1, tada vrijedi

Ay = log)%’ —nlog

x
—1 =0(ly[™).
]
S druge strane nam teorem 3.1 povladi
log |As| > —c11log |yl - log n.

Usporedujudi te dvije ograde, dobivamo gornju ogradu za n, n < ¢, gdje je cio
pozitivna konstanta koja ovisi samo o a, b i c. U sljedeéa dva teorema dani su i

eksplicitni rezultati.

Teorem 3.9 (Mignotte)Pretpostavimo da eksponencijalna diofantska nejednadzba
lax™ — by"| < ¢,

gdje su a,b i ¢ prirodni brojevi i a # b, ima rjeSenje u prirodnim brojevima x iy
takvim da je max{xz,y} > 1. Tada vrijedi

1. log A
n < max ¢ 3log <%) , 7400 o8 — ,
log (1 + logag—logb>

gdje je A = max{a, b, 3}.
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Teorem 3.10 (Bennett) Ako je n > 3, onda jednadZba

lax™ — by"| =1, a,b €N,
ima najvise jedno rjesSenje u prirodnim brojevima x i y.

Napomena 3.1 /z posljednjeg teorema slijedi da odmah znamo sva rjeSenja
parametarske familije jednadzbi

(b+ 1)a" — by" = +1.

Takve jednadZbe se inale zovu Thueove jednadZbe i jako brzo ¢emo detaljno

opisati postupak njihovog rjeSavanja.

3.2.7 Catalanova jednadzba

Catalan je 1844 postavio sljedeci problem. Da li postoje uzastopni prirodni bro-
jevi, osim 8 i 9, takvi da su oba &iste potencije? To odgovara rjeSavanju ekspo-

nencijalne diofantske jednadzbe
™=y =1

lako je taj problem u potpunosti negativno rijeSio Mihailescu 2002, ovdje éemo
vidjeti kako se na ovu jednadZbu moZe primjeniti Bakerova teoreija linearnih formi
u logaritmima algebarskih brojeva. Naime, dat éemo skicu dokaza Tijdemanovog
teorema iz 1976.

Teorem 3.11 (Tijdeman) Neka su x,y, m,n > 2 prirodni brojevi takvi da vrijedi
™=y =1
Tada postoji efektinva apsolutna konstanta takva da vrijedimax{z,y,m,n} < C.

Skica dokaza. Prvo se moZe pokazati da moZemo pretpostaviti da su m in

neparni. Tada promatramo jednadZbu
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gdje su x,y, m,n prirodni brojevi takvi da vrijedi n > m > 2, a ¢ = £1. Kako je

" =1 n 1
p— =n+(c—1) Z <k—|—1>(6_1)k ,

1<k<n—1

"o
(c ,c—1>|n.
c—1

Na isti nadin se pokazuje da za neparan n vrijedi
c"+1
,c+ 1| |n.
c+1

n

mozZemo zakljuditi

Tada imamo relacije

U m

T—e=—y+te=
m

(%

n*’

gdje su w i v cijeli brojevi takvi da vrijedi |ul,|v| > 1 i gdje su m* i n* djeljitel;i
od m i n. Iz pretpostavka n > m slijedi x > y. Definirajmo sad dvije linearne

forme u logaritmima
As =nlog(yu™™) +mlogm®,

Ag = mnlog <E> —mlogm® 4+ nlogn™.
v

Kako je
" —e¢
RICEDE

Y

S —1
umn<m*)—m

m
<< —,
X

n ’

mozemo zakljuditi |As| << ™, i nadalje primjenjujudi teorem 3.1 i gornju ogradu
y < 2u™,
log x << m(logm)(logn)(logu),

odnosno
n << m(logm)(logn). (3.5)
Nadalje iz
u (TL) _1':M_1 <<E’
(mx)m e (y+e)n y

zakljutujemo |Ag| << . Tada iz u < 3v i teorema 3.1 dobivamo

logy << (logmn)(logm)(logn)(logv),
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odnosno

m << (logm)(logn)?. (3.6)

Usporedujuéi sad (3.5) i (3.6) vidimo da je n odozgo ograniten apsolutnom kon-
stantom. Tada iz (3.6) slijedi da je i m ogranien. A &injenica da su = i y

ogranieni slijedi iz nekih rezultata o superelipti¢kim jednadzbama. |

3.2.8 Sustavi simultanih pellovskih jednadzbi

U ovom odjeljku ¢emo vidjeti kako Bakerove teoriju linearnih formi u logaritmima
mozemo koristiti u rjeS8avanju sustava simultanih pellovskih jednadzbi. Jedan od
problema koji vodi na rjeSavanje takvog sustava je problem prosirenja Diofan-
tovih m-torki. Diofantova m-torka je skup m razli¢itih prirodnih brojeva, takvih
da je umnozZak bilo koja dva njegova ¢lana uvecan za 1 kvadrat cijelog broja.
Starogr¢ki matematicar Diofant od Aleksandrije je bio prvi koji se bavio prob-
lemom pronalaZenja takvih skupova. No prvu cjelobrojnu Diofantovu &etvorku,
skup {1,3,8,120}, prona%ao je Fermat. Slutnja je kako ne postoji Diofantova
petorka i kako se svaka Diofantova trojka moZem prosiriti do &etvorke (s najveéim
elementom) na jedinstven na&in. To je pokazano za vi¥e primjera trojki, a mi
¢emo ovjde pokazati da ako je {1, 3,8, d} Diofantova etvorka, onda je d = 120.
To su inale dokazali Baker i Davenport 1969, kada je prvi puta uspje$no prim-
jenjena Bakerova teorija linearnih formi u logaritmima na traZenje presjeka dva
binarno rekurzivna niza. Spomenimo jo$ da je Dujella dokazao kako ne postoji
Diofantova Sestorka i da ima samo kona¢no mnogo petorki.

Primjetimo da ukoliko Zelimo progiriti Diofantovu trojku {1, 3, 8} do &etvorke
{1,3,8,d}, onda postoje prirodni brojevi x, y i z takvi da vrijedi

d+1=2%3d+1=19% 8+1=2%

Ako iz ovoga eliminiramo d, dobivamo sljedeéi sustav simultanih pellovskih jed-

nadzbi

y? — 32% = -2, (3.7)

22— 8t = —T7. (3.8)
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Kako se rjeSavaju pellovske jednadzbe detaljno smo opisali u prvom poglavlju,
pa ako traZimo da je x pozitivan, dobivamo da su rje3enja jednadzbi (3.7) i (3.8)
redom dana sa

y+aV3=(+1+V3)(2+V3)™, (3.9)
Z 4+ 2V8 = (£1 + vV8)(3 + V)", (3.10)

gdje su m i n cijeli brojevi za koje vrijedi m,n > 0. Nadalje, kako vrijedi
(1 —+3)(2+v3) =1+ +/3, u (3.9) mozemo uzeti samo + predznak. Tada
zaklju¢ujemo sljedece. = = v,,, za neki m > 0, gdje je niz (v,,) dan sa

vo =1, v1 =3, V2 = Vi1 — U,

i x =w,.", za neki n > 0, gdje je su nizovi (w;") i (w; ) dani sa

+

n?

+ + + Gt
wy =1, wi =4, w, 5 =06w, , —w

wy =1, wy =2, w, 5 =>0uw,,, —w,.

Sada smo problem prosirenja Diofantove trojke sveli na rjeSavanje diofantske

jednadzbe v,, = w;>~. Lako se vidi m > n. DokaZimo sada sljedecu lemu.

Lema 3.2 Ako je v,, = ¢, m,n > 2, onda vrijedi
0<|Al<7.3-(2+V3)2

gdje je

A =mlog(2 + v3) — nlog(3 + 2v2) + log %

Dokaz. Primjetimo da nam v, = w;"~, povlati

(I+V3)2+V3)"—(1-V3)2—-V3)" (2V2+1)(B+2vV2)"+ (2vV2F1)(3 - 2¢§)”'

2/3 44/2

(3.11)

Nadalje je ocito da vrijedi

(1+V3)2+ V3™
23 ’

Um >
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_(2V24+D)(3+2V2)"
w,f’ < )
2v/2
$to povladi
(2vV2+ 1)V3
3—2V2)" < S (2 - V3)™ < 1.7163(2 — V3)™
8 -2vay < R0 - V) 2= V3
Pa ako (3.11) podijelimo s 2){\%1(3 +24/2)", dobivamo

221+ v3) 2+v3" |
V3(2v2+£1) (3+2V2)" -
2n 2\/5(\/5_ 1) m n
(3 —2v2) +m(2—\/§) (3—2v2)" <

< 7.29(2 —V3)*™.

22 +1
S—
2v/2 -1

Sada tvrdnja slijedi iz sljedece leme, i Cinjenice da je A # 0, §to nije tesko vidjeti.
|

Lema 3.3 Neka jea € R, a < 1. Ako je |z| < a, onda vrijedi

—log(1 —a)

|log(1 + )| < -

-z,

log(1+x)

Dokaz. Primijetimo Cinjenicu da je funkcija ==

, pozitivna i strogo padajuca
funkcija za |z| < 1. Tada je ista funkcija za || < a po vrijednosti manja od vri-

jednosti u to¢ki x = —a. [ |

Sada imamo sve spremno za primjenu teorema 3.3. U notaciji teorema imamo

B B C2V2(1+V3)
a1—2+\/§, a2—3+2\/§, a3_—\/§(2\/§j:1)’

bl =1m, b2 = —nNn, b3 — 17 D - [Q<a17a27a3) : @] = 4

Nadalje, minimalni polinomi nad Z su zadani sa

P, (7)) =2* — 4z + 1,
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P, (x) = 2% — 62 + 1,

Py, (7) = 441z* — 20162° + 28802% — 15362 + 256,

pa vrijedi
1
h'(0) = 5 log(2 + V/3) < 0.6585,
1
W' (o) = 5 log(3+ 2v/2) < 0.8814,
1 2(4 + /2 24 — /2
Wi (on) = Slog 441 2T VBV 24-VIBHVI)) ) pege
4 21 21
Pa imamo

log |A| > —3.96 - 10" log m,
$to nam zajedno s lemom 3.2 daje

m < 6-10'.

Sada nam je ostalo jo¥ reducirati ovako veliku gornju ogradu za m. To

mozZemo napraviti Baker-Davenportovom redukcijom. U notaciji leme 2.3 imamo

1 1
N:6'1016,K/: 0g0417 _ Oga?)’
log ap log ava
7.3
A= ,B=(24+V3)2
log avg

Lema nam daje novu ogradu za m, m < 16. Sada ako jo¥ jednom ponovimo istu
redukciju, dobivamo m < 4, $to je dovoljno mala ograda da provjerimo Sto se

dogada u nasim nizovima kad su indeksi mali. Dobivamo samo dva rjesenja,
Vg = wJ’_ =1,

Sto daje trivijalno proSirenje nase Diofantove trojke s d =0 i
vy = wy = 11,

$to daje prosirenje s elementom d = 120, Sto smo i Zeljeli pokazati.
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3.2.9 Thueove jednadzbe

U ovom odjeljku ¢emo detaljno opisati postupak rjeSavanja Thueovih jednadzbi.

Definicija 3.3 Neka je F'(X,Y) € Z[X,Y]| homogena binarna forma s cjelo-
brojnim koeficijentima, ireducibilna nad Q stupnja n > 3 te neka je m € 7.
Diofantsku jednadZbu

F(X,Y)=m

zovemo Thueova jednadZba.

Thue je 1909. dokazao da takva jednadzba ima samo kona¢no mnogo
rjeSenja, iako njegov dokaz nije efektivan jer nije dao eksplicitnu gornju ogradu
za rjesenja.

Primjetimo da forma F'(X,Y’) ne moZe biti ireducibilna nad C. Naime,

F(X,1)= fo(X —61)--- (X —6,),
gdje su 04, ...,0, algebarski brojevi stupnja n. Pa je

F(X,Y)=Y"F (; 1> = fo(X —0,Y) - (X — 6,Y).

No ireducibilnost nad Q povla&i da F/(X,1) nema videstrukih korijena, odnosno
da su 6;-ovi medusobno razli¢iti. DokaZimo prvo da Thueova jednadZzba ima

samo kona&no mnogo rjeSenja u jednom specijalnom slucaju.

Teorem 3.12 Ako jednadzba F(X,1) = 0 nema realnih rjeSenja, tada jed-
nadzba F(X,Y) = m ima samo kona&no mnogo rjeSenja. Preciznije, sva rjeSenja
zadovoljavaju nejednakost
m|
Y| <
Y= min{|Im(6;)|i=1,...,n}’

gdje su 0; korijeni polinoma F(X,1).

Dokaz. Neka je (X,Y") rjeSenje Thueove jednadzbe F(X,Y) = m i defini-
rajmo 6, tako da vrijedi | X — 6,Y| = min{|X — 6,Y| : ¢ = 1,...,n}. Tada
vrijedi

Y] [Lm(8)] = [Tm(6Y)] < |X — 6] < m].
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Teorem 3.13 (Thue) Thueova jednadZba ima samo kona¢no mnogo rjesenja.
Dokaz. Neka je F'(X,Y) = m. Tada uz prethodne oznake vrijedi
fo(X —6,Y)--- (X —0,Y) =m. (3.12)
Pretpostavimo da je Y # 0, jer za Y = 0 imamo najviSe dva rjeSenja. Tada
dijeleci (3.12) sa Y™ dobivamo

X
0, — ...

ol - |on = 5

m
= |- 3.13
g 319

X
0, — —

v
Nadalje definirajmo 6, tako da vrijedi

X —60,Y|=min{|X —6,Y|:i=1,...,n},

:i:17...,n}.

Neka je v = %min{wi — 0| : i # j} > 0. Tada za dovoljno velik Y obje strane

odnosno

X
6 — =
Y

u (3.13) mogu biti po volji male. Posebno onda to vrijedi i za najmanji faktor
na lijevoj strani, |0, — 3| . Zna&i, postoji Yy > 0 takav da za Y > Y; vrijedi
‘Hk — %‘ < 7. Za i # k dobivamo

X
b= 2> 10— 6, —
Y“' k|

X
Gk—7’22v—7=7-

Pa iz (3.13) moZemo zakljuditi

= (3.14)

Kako je n > 3, Rothov teorem povla&i da nejednadzba (3.14) ima samo kona&no

mnogo rjeSenja, $to je i trebalo dokazati. |

Prvi efektivan dokaz kona&nosti broja rjeSenja Thueove jednadzbe dao je
Baker 1968. Na poletku ¢emo opisati kako Thueovoj jednadZbi mozemo pridruZziti
linearnu formu u logaritmima algebarskih brojeva. Kada dobijemo pripadnu lin-
earnu formu A, prijeéi éemo na dobivanje nejednakosti oblika (2.10), koju forma

mora zadovoljavati. Pokazat ¢emo da rjeSenja Thueove jednadzbe, koja nam
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daju tu formu, uz neke uvjete, zadovoljavaju danu nejednakost. Tada ¢emo na
tu nejednakost primjenjivati postupak opisan u odjeljku 2.3.
Neka je
F(X,Y)=> fX"Y'€ZX,Y], n>3
=0
binarna forma stupnja n, ireducibilna nad Q i neka je m € Z, m # 0. Promotrimo
sada Thueovu jednadZbu
F(X,)Y)=m

u nepoznanicama X i Y. Oznatimo sa g polinom ¢g(X) = F(X,1). Pokazali
smo da ako jednadZba ¢g(X) = 0 nema realnih rje3enja, trivijalno je naéi gornju
ogradu za |Y|. Pa pretpostavljamo da jednadzba ¢(X) = 0 ima barem jedno
realno rjeSenje. Numerirajmo korijene polinoma g(X) na sljedeéi naéin. Realne

korijene oznatimo W), ... &) a nerealne (kompleksne) £+ = g(s+t+1)

6 = (420 Znadi imamo s realnih i 2t kompleksnih rjefenja jednadzbe
g(X) = 0. Na%a je pretpostavka s > 1, > 0 i jasno vrijedi s + 2t = n.

Sada promotrimo polje algebarskih brojeva K = Q(&), gdje je g(§) = 0.
Ovdje nam nije vazno koji korijen polinoma uzimamo jer su sva polja algebarskih
brojeva K = Q(¢) Q-izomorfna. To trivijalno slijedi iz toga 3to je F ireducibilna
nad Q.

Takoder, definirajmo tri pozitivna realna broja Y} < Y5 < Y3 koji ¢e nam
podijeliti skup mogucih rjedenja (X,Y’) jednadzbe F(X,Y) = m u &etiri klase i

to na sljededi nadin:

e jako mala rjeenja, za koja Ce vrijediti |Y'| < Y3, i njih éemo nadi provjer-

avanjem svih moguc¢nosti

e mala rjeenja, za koja e vrijediti Y} < |Y| < Y5, koja ¢emo nadi iz razvoja

u verizni razlomak jednog korijena £

e velika rjedenja, za koja Ce vrijediti Y2 < |Y| < Y3, i dokazat ¢emo da ne

postoje reduciranjem gornje ograde Y3

e jako velika rjesenja, za koja Ce vrijediti |Y'| > Y3, i za njih ¢emo dokazati

da ne postoje koriste¢i Bakerovu teoriju linearnih formi u logaritmima

Za definiciju tih konstanti koristimo sljedece leme.
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Lema 3.4 Nekaje (X,Y) rjelenje jednad?be F(X,Y) = m. Definirajmo 3 = X —£WY,
te Yy =1, ako jet = 0. A ako jet > 1 definiramo

Y, =

271 || .
min{|g ()| - i =1,..., ¢} - min{|[Im(§6EHD)| i =1,...t} '
Neka je nadalje

2" |m| 1 o
= - — Z.mi @) _ () l<i<ci<
A= g @ =1 sy @ o el - s i<y sk

Y, = max{YO, ((401)5H )

Tada vrijedi
(i) Ako je |Y| > Yy, onda postoji ig € {1,...,s} takav da vrijedi
‘ﬁ(io)‘ < Cl|y|,(n,1)7
B > oY, i # o,

(ii) Ako je |Y| > Y1, onda je 3 konvergenta razvoja u veriZni razlomak broja
g(io)_

Dokaz. Definirajmo broj ig € {1,...,n} tako da vrijedi
18| = min{|p?]: i=1,...,n}.
Iz jednadzbe F(X,y) = m, gdje je
F(X,Y)=) fX"Y' €Z[X,Y], n>3

i=0
imamo .

ol TT1891 = Iml.

i=1
Iz minimalnosti |[30)| za sve i = 1,...,n vrijedi
Y- €9 — €] = |89 — 3] < |30)] 43| < 2|30

Iz ovoga odmah slijedi drugi dio tvrdnje (i), odnosno vrijedi |3®| > c,|Y| za

i # io.
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Nadalje imamo

-1
1800)] = Im| H 89t < Iml ( v - [e6 g(io)l) _
| fol i |fol -
%10 iio
— 2n_1‘m| - 271 m|
o T €0 — 0] =t WET T

Sada ako bi bilo 7y > s, odnosno t > 1, iz definicije broja Y, imamo

18] _ 2 m)
YT = Ty e Y]

X .
= ¢(o)
7o

Yo \" ;
< (ﬁ) -min{\lm(g(z))] cs+1 < i < s+t

No to je nemoguée ako je |Y| > Yy. Zna&i mora biti i € {1,...,s} pa smo
dokazali tvrdnju (7).
Neka je sada |Y'| > Y;. Tada vrijedi

X A 1
= ¢(io)
7o

21V

, 1 1
=8O Y[ < YT < 13/1”_2 YT < ZIY|_2 <

iz Cega slijedi slijedi da je % konvergenta razvoja u verizni razlomak broja £(%)
Sto je bas tvrdnja (i7) koju je ostalo dokazati. [ |

Opisimo sada postupak kojim nasoj Thueovoj jednadZbi pridruZujemo linearnu
formu u logaritmima.

Neka je od sada nadalje |Y| > Y}, a (X,Y) nam je i dalje rje¥enje jednadzbe
F(X,Y) = m. Definirajmo iy € {1,...,s} kao u lemi 3.4. Sada ¢emo izabrati
proizvoljne indekse j, k € {1,...,n} i to tako da su iy, j, kK medusobno razliciti,
ali da vrijedi ili da je j,k € {1,...,s} ilije j +t = k odnosno £® = ¢
Promatrajmo sustav jednadzbi ) = X — @Y, i = iy, j, k. Eliminiraju¢i X i Y
iz sustava dobivamo

g(io) — 5(]’) . Bk - g(k) — g(j) . ﬁ(io)
glo) — ¢® GO 0 _ ) GO

Razmatrat ¢emo dva slu€aja. Ako je j,k € {1,...,s}, to ¢emo zvati re-

(3.15)

alan slucaj i onda ¢emo nasoj Thueovoj jednadzbi pridruZiti linearnu formu u
logaritmima

glo) — ¢) - gk)
glio) — ¢y " pH) |

A =log
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Ako je pak j +t = k, odnosno ¢*) = @, to ¢emo zvati kompleksan slu¢aj i
onda jednadzbi F(X,Y) = m pridruZzujemo linearnu formu

1 (o) _ ¢() g
A = -Log f § : g ~ |,
glo) — k) 3G)

?
gdje za z € C, Log oznalava glavnu vrijednost logaritma, odnosno vrijedi
—7 < Im(Log(z)) < . Iz €% = €0), vidimo da vrijedi A € R i |A| < 7.

Sada ¢emo dobiti jednu gornju ogradu za |A|.

Lema 3.5 Neka je 0 < a < 7. Ako je |z| < a, onda vrijedi

e — 1.

2 i T
xSlIlz

pozitivna i parnai da je padaju¢a za 0 < z < a. Tada je jasno da postiZe svoj

Dokaz. Primijetimo da je e — 1| = 2 ‘sin%{, te da je funkcija

minimum u to¢ki x = a, iz Cega slijedi tvrdnja leme. |

Lema 3.6 Neka je
f(il) _ é"(iz)

03:max{ —_

5(11) — 5(13)

1
92 n
Y) = max{Yl, |7( 0163) “}
Co

Ako je |Y'| > Y5, onda vrijedi

:¢17é¢27é¢37é¢1},

1.390163

C2

Al < Y.

Dokaz. DokaZimo prvo realan slu¢aj. 1z |Y| > Y5 i leme 3.4 slijedi da
je desna strana u (3.15) po apsolutnoj vrijednosti manja od % Iz toga nadalje
dobivamo

glio) — () gk)
glio) — ¢(k) ~ B0)

Lijeva strana u (3.15) je jednaka e* — 1, pa iz definicije konstante cs i leme 3.4

> 0.

zaklju¢ujemo
A o YT e
-1 <es- = Y|
=1l < oy o = Y
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S druge strane smo vidjeli da je |[¢* — 1| < 3 pa primijenjujuéi lemu 3.3 za

x:eA—lia:%dobivamo
|A] <2-log2-|e* — 1] < 1.39]e* —1].

Iz ovoga trivijalno slijedi tvrdnja leme u realnom slucaju.
U kompleksnom slu¢aju trebamo primijetiti da je lijeva strana u (3.15) jednaka

e’ — 1. Tada trivijalno kao i u realnom slu¢aju dobivamo

Ci1C3

et — 1] < Z8)y | <

N | —

C2

Kako je [¢”* — 1] = 2|sin 4|, vrijedi |sin 4| < 1. Tada iz leme 3.5, za z = A |

npr. a = %, slijedi

1 A 1 ‘ A
A <235 sin—‘ = S |e™ — 1] < 1.02]e™ — 1.
sin 3 2 sin 3
A iz ovoga slijedi tvrdnja leme i u kompleksnom sluéaju. |

Sada ¢emo promatrati prsten cijelih brojeva O naSeg polja algebarskih bro-
jeva K = Q(¢). U njemu postoji sustav fundamentalnih jedinica ¢4, ..., ¢,, gdje
iz Dirichletovog teorema o jedinicama slijedi » = s+t — 1. Jer je F' ireducibilna
nad Q i iz pretpostavke s > 0 moZe se pokazati da su jedini korijeni iz jedinice
koji pripadaju polju K samo 1 i -1. To slijedi iz toga $to K ima barem jedno
realno ulaganje, a jedini korijeni iz jedinice u skupu R su bas 1i-1. Za sada ¢emo
pretpostaviti da nam je na neki nadin poznat sustav fundamentalnih jedinica.

Nadalje, moZe se pokazati da postoji samo kona&no mnogo neasociranih ele-
menata f1,. .., 1, € Ok takvih da je za fo- Nxjo(w) =mzai=1,...,v. To
slijedi iz toga $to postoji samo kona¢no mnogo cijelih ideala u O sa fiksiranom
normom, i jer vrijedi da je za v € Ok, () cijeli ideal u Ok sa normom | Nk q(7)|.
Ako vrijedi (71) = (72), onda su 7 i 72 asocirani. Spomenimo da se uvijek moZe
odredenim transformacijama dobiti da f, dijeli m. Takoder pretpostavljamo da
nam je i taj skup g1, ..., t, € Ok na neki nadin poznat.

Sa M oznadimo skup svih brojeva oblika (- u; gdje je ¢ korijen iz jedinice koji
lezi u K. U posebnom slu¢aju kada je |fo| = |m| = 1, jasno je M = {—1,1}.
Sada za svako cjelobrojno rjesenje (X,Y) jednadzbe F(X,Y) = m postoji
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i € M i brojevi ay,...,a, € Z, takvi da je f = p - it .-, gdje smo
oznalili f=X —¢Y, g(e) =0ir=s+t—1.

Sada smo na$ originalni problem rjeSavanja Thueove jednadZbe sveli na traZenje
svih cjelobrojnih r-torki (ay,...,a,) tako da je p -7 - - - €% za neko p € M ob-
lika X — £Y. Relacija (3.15) na3 problem svodi na rje$avanje kona¢no mnogo
sustava oblika

glo) — g k) 1 BN g®) gl i) T\
glio) — ¢y~ 10 11 D) L= ) —glio) " ) 11 20

(2

Tada u realnom sluéaju nasa linearna forma u logaritmima izgleda

r

Z a; log

Dok nam je kompleksnom sluéaju linearna forma dana sa

)
(0 g0 e
A = arg <§(lo — Zal arg (] + ag - 27,

/L(J

(k

(]

Z

glio) — 6 G) u““
f(io)

A =log

za neki ag € Z, a prisjetimo se i da je —7 < arg(z) < 7w za z € C.
Sada ¢emo opisati kako do¢i do nama poznate nejednakosti oblika (2.10)

IA| < kpe k4,

gdje je A = max{|a;| : i1, ...,r} te kako nadi gornju ogradu za A. Kada nademo
i reduciramo ogradu za A, jednostavno ¢emo za sve mogucnosti provjeriti da li
je pu-eft---e% za neko p € M oblika X —¢Y. Tada za te X i Y provjerimo da
li zadovoljavaju jednadzbu F'(X,Y) =

Prvo éemo pronadi gornju ogradu za A u ovisnosti o |Y|. O tome nam govori

sljedeca lema.

Lema 3.7 Neka je I = {hy,...,h,}. Definirajmo U; = (log |€l(hi)|)1gi’lgr, gdje
Je i indeks retka, a | indeks stupca matrice U;. Nadalje definirajmo

T

Ut = (ua), N(U ) :max{2|uu|3 1§i§r},

=1

p_ =min{|[p9|: pe M, 1<i<n}, pp =max{|p?|: pe M, 1<i<n},
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I max{|€0) — @] 1 <y < iy <n}
= - ’
cs = min{(n — 1) - min{N(U; ")}, max{N(U; ")}}.

Tada za |Y| > max{Yl, 2lm|, ‘;—2*}, vrijedi
A < ¢5-log(eq|Y)).

Dokaz. Iz 3 = - 7" - - - €% imamo

T

log % a
=U;-
log | 275 @
S druge strane za svaki h € {1,...,n} koristeéi lemu 3.4 moZemo zakljuiti
B0 = X €Y < (XY Y0 =€) < gt Y] =6

1 ‘ .
= <5+max{\f<“> — | 1<y <y < ”}) |V,
odnosno
5(11)

W <C4|Y|, h e {1,,71}

Primjetimo nadalje da je c4|Y| > 1. Zaista iz

HW =17 < Im]
|
slijedi
1
p— < ml.

Znadi

1 , ) 1 Y
alY| > 5 +max|§(“) — 5(12)| Y — > | |l > 1.
2 K- 2|m]|n

Nadalje zaklju¢ujemo
(h)

< log(ca|Y])

1
og | —~
ulh



86 POGLAVLJE 3. LINEARNE FORME U LOGARITMIMA

za h=1,...,n. PokaZimo sada da je
£
log | == ‘ < (n—1)log(cslY]), i=1,...,n.
/.L’L

To odito vrijedi ako je ‘
‘5(1)

<1. 1z

1?

p®

imamo

5(@') @(z

5_

log

Z log

h#i

(n —1)log(cs]Y])-

‘ log

Sada odmah dobivamo nejednakost
A< (n—1)-min{NU; 1)} -log(cs|Y]).
Jos nam ostaje pokazati da vrijedi i nejednakost
A <max{N(U;)} - log(csY)).

To ¢emo dokazati tako da prvo izaberemo skup I tako da vrijedi 1o # I. Tada iz
leme 3.4 odmah slijedi za svako h € I vrijedi

(h) Y
L el
K
Tada dobivamo ()
log P} ‘ < log(eq]Y)),
iz ¢ega odmabh slijedi tvrdnja leme. |

Leme 3.6 i 3.7 nam odmah daju sljede¢u lemu.

Lema 3.8 Definirajmo
1.39-¢1-c3-¢cf
Ce = 3
Co

Y] = max {YQ*, 2|m|7 M+}

C2
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Tada, ako je |Y| > Yy, onda vrijedi

|A| < g - exp <—£A) :
Cs

Sada vidimo da smo uspjeli dobiti nejednakost oblika (2.10) na koju moZemo
primjeniti LLL-algoritam, a u nekim slu¢ajevima i Baker-Davenportovu redukciju,
za smanjivanje gornje ograde za A jednom kad ju nademo.

Koriste¢i teorem 3.3 (ili neki drugi teorem takvog tipa), sada moZemo nadi

pozitivne konstante c¢; i cg, takve da za |Y| > Y] vrijedi
log |A] > —c7 - (log A + ¢3).

Napomena 3.2 Ukoliko se radi o kompleksom slu¢aju, teorem 3.3 primjen-
Jujemo na linearnu formu iA. Tada 2agmi moZemo zapisati kao 2aqlog(—1).
Nadalje, lako se pokaZe da vrijedi |ag| < rA, pa ovdje moramo napraviti malu

modifikaciju i cg zamijeniti s cg + log 2r.
Sada nam treba jo$ jedna pomoéna lema koju ne¢emo dokazivati.
Lema 3.9 Neka jea > 0,b > 0 ineka jex € R, x > 1 takav da vrijedi
r<a+blogx.
Tada vrijedi
(i) Ako je b > €2, onda je x < 2(a + blogb).
(i) Ako je b < €% onda je x < 2(a + 2¢?).
| na kraju imamo:

Lema 3.10 Neka je

2c csC
Cyg = ) <logc6+07-08—|—0710g5—7> )
n n

Tada ako je |Y| > Y,, onda vrijedi A < cq.



88 POGLAVLJE 3. LINEARNE FORME U LOGARITMIMA

Dokaz. Kao $to smo prije vidjeli, vrijedi [e* —1| < 1. Nadalje, jer je 3¢ # 0,
zaklju¢ujemo da je i A # 0. Tada lema 3.8 povladi

A< %(10g06+07'08+c710g14)
n

pa tvrdnja slijei iz leme 3.9. |

llustrirajmo sada kako rijesiti Thueovu jednadZbu na jednom primjeru.
Primjer 3.3 Rijesimo jednadZbu
X4 -2yt = 41,
gdiesu X,Y € 7.

Rjesenje. Posto je ovo olito Thueova jednadzba, primjenit ¢emo upravo
opisani postupak, te ¢emo koristiti iste oznake za konstante. U nasem sluéaju je
F(X,Y)=X*-2Y* am = +1. Prisjetimo se da je g(X) = F(X,1) = X*-2,
i nadimo rjeenja jednadzbe g(X) = 0. Korijene polinoma g numerirajmo na

sljededi nadin:
D =2, 6@ =2, B = 2.4, W = V2.4

Nadalje definirajmo polje algebarskih brojeva K = Q(¢), gdje je g(£) = 0. To
ponovo mozemo napraviti, ne gubedi nista na opcenitosti, jer su sva ta polja Q-
izomorfna. Sada pomocéu programskog paketa GP-Pari dobivamo sustav funda-
mentalnih jedinica u Ok . Dobivamo da nam je taj sustav jednak e; = £+1, 9 = £—1.

Tada dolazimo do problema, koji su od brojeva oblika +c{'¢5?, za ay,as € Z,

oblika X — €Y.
Prisjetimo se takoder da u ovom (kompleksnom) sluéaju na%oj Thueovoj jed-

nadzbi pridruzujemo linearnu formu

i j (k) (k)
5( 0)_§(J)) 51 52
A = arg (— +ajarg | — | +asarg | == | + ag - 2m.
£lio) — ¢(k) 5?) €§J)

Neka je A = max{]|a;|,|az|}, te izratunajmo sada sve konstante potrebne
da nademo gornju ogradu za A. Kroz ralunanje konstanti imamo s = 2, t = 1,
n=4,m==1ig¢(X)=4X3 Redom dobivamo

2.2
}/0:]-)01:\4/5702:%7
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1 4
Yi=3,6=V2 Y] =3,c=5+2:V2,
Cy 195143517 Ceg ~ 19083, Y; =3.
Sada znamo da ako je (X,Y) € Z2? rjeSenje jednadzbe X* — 2Y* = 41 i
|Y| > 3, onda postoje konstante ¢ i cg tako da vrijedi

log |A| > —c7(log A" + ¢g),

gdje je A” = max{|2ao|,|ai|, |as|}. Te konstante nalazimo primjenom Baker-
Wiistholzovog teorema (teorem 3.3), no prije toga promotrimo malo bolje nasu
linearnu formu .

Ono $to znamo o formi je da je ig € {1,2}, j = 3 i k = 4. Tada je na%a
linearna forma oblika

A::l:g+a1-a+a2-(—a)+ag-27r,

gdje je o = arg (; fgi) . Takoder primjetimo da je na%a linearna forma u loga-
ritmima algebarskih brojeva u ovom slu¢aju iA, no $to se ti¢e primjene teorema
3.3 to nije nikakav problem jer vrijedi |A| = |iA|.

Ozna&imo

1— 2.4 14+ V24
—7a:—.7a
14920 0 11—y "

Tada su njihovi minimalni polinomi dani sa

Oélzi’i, Qg = =—1.

Py (x)=2>+1, Py, (v) =2 +1,

P, (z) = P, (v) = 2* + 120% + 62 + 122 + 1.

Pa za brojeve h'”(c;) dobivamo sljedece

h//(Oé4) — Z7

h”(al) 8

. m

16’
max{|c| : j =1,2,3,4}
min{]e’] : j =1,2,3,4}

h"(an) < log < ) < 2.44848,

max{|e}’| : j =1,2,3,4}
min{|e¥| : j =1,2,3,4}

) < 2.44848.
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Nadalje D = [K : Q] = 8, pa imamo sve za primjeniti teorem 3.3. Dobivamo
cr = 1.2-10%" i cg = 0. No prisjetimo se se da treba uzeti cg = log4 u primjeni
leme 3.10. Tada dobivamo

A <5.77-10%.

| sada dolazimo do nejednakosti oblika
Al < kge Fs4,

gdje za konstante ko i k3 moZemo uzeti ky = 190.83, k3 = 2.05. Takoder ako
sad sa A oznatimo A = max{|aol|,|a1], |az|} moZemo uzeti A < 1.16 - 10%3, jer
vrijedi |ag| < rA.

Sada moZemo prije¢i na smanjenje gornje ograde za A. No nailazimo na
jedan, &ini se, veliki problem. Posto su koeficijenti u linearnoj formi A odito
zavisni nad Q, necemo modi primijeniti LLL-algoritam. No to ipak nije tako
veliki problem kako se u pocetku &ini i sada ¢emo opisati opéeniti postupak,
kako postupiti u ovakvoj situaciji, kad su nam koeficijenti linearne forme linearno
zavisni.

Neka je dana linearna forma
q
A=6+) b
i=1
koja zadovoljava nejednakost oblika

|A| < kg@ikSA,

gdje je A = max{|&;] : i =1,...,q}, A < ¢y te neka su py, ..., 1, linearno
zavisni nad Q.

Tada postupamo na sljedeéi naéin. Uzmimo M = {ju, ..., p,} maksimalni
linearno nezavisan podskup p;-ova. Tada znamo da postoje d, di; € Z d > 0,
1<i<p,p+1<j5<gq, takvi da je

p
dﬂj = Z dij,uiu
i=1

zaj=p+1,...,q. Definirajmo sada novu linearnu formu A’ = dA. Ako sada
oznatimo ¢’ = d¢ i definiramo

q
a; = déz + Z dijéj,

J=p+1
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zait=1,...,p. Pa dobivamo

p

N =05+ Za;ui.

i=1

Koeficijenti ove norme su o&ito linearno nezavisni nad Q. Definirajmo nadalje
A =max{|d|,|d;;|: 1 <i<p, p+1<j<gq}
Tada je jasno da vrijedi
jai] < (g—p+1)A- A,

zal=1,...,p. Ako sada stavimo A’ = max{|a}|: i = 1,...,p}. Tada vrijedi
nejednakost
IN| < khe R4
gdje je k = dko, ki = (q_fj’;pm i A< (g—p+1)cy.
Kao $to vidimo sada smo na3oj linearnoj formi s linearno zavisnim koefici-

jentima, pridruzili drugu linearnu formu gdje su koeficijenti linearno nezavisni pa
¢emo bez ikakvih problema modi primjeniti LLL-algoritam, te éemo modi reduci-
rati gornju ogradu za A’. Kada to napravimo, provjerit ¢emo sva moguca rjeSenja,
da li zadovoljavaju traZenu nejednakost i za sva rjeSenja ¢emo racunati vrijednost
forme A’. Tako ¢emo naéi L tako da vrijedi |A| = % > L. | iz toga ¢emo dobiti

reduciranu gornju ogradu za A. Naime, lako se vidi da vrijedi

1 ko
A< —log (2
<F og(L)

i tako dobivena gornja ograda Ce biti zaista vrlo mala.

Primjenjujuci sada detaljno opisan postupak, dobivamo A < 3, pa ostaje
provjeriti koji su od brojeva ££7'¢52 oblika X —¢Y/, te tada za te X i Y provjerimo
je li zadovoljena jednadzba X* — 2Y* = 41. Naravno, ne smijemo zaboraviti
provjeriti §to se dogada za |Y'| < 3. Na kraju dobivamo da su sva rje$enja na%e
jednadzbe dana sa

(X,Y)=(1,0), (—1,0), (1,1), (—1,-1), (1,-1), (—1,1).

Recimo na kraju da se iz gornje ograde za A moZe koriste¢i dokazane leme
dobiti gornja ograda za |Y'|, ali to ¢emo raditi samo u slu€aju da nismo zadovoljni

gornjom ogradom za A.
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Pretpostavimo sada da smo nasli gornju ogradu za A, ali ju nismo usp-
jeli dovoljno smanjiti, odnosno ostalo je previse moguénosti za provjeriti jesu li
pelt - -t za neko p € M oblika X — Y.

Oznaamo za svako (4,7) € {1,...,7} x{1,...,n} s ¢;; broj 1 ili —1 za koji

je |€ ¢i5 > 1. Definirajmo
E; =[],
i=1
Tada vrijedi
89 =16 [TIEP 1™ < i - B
i=1
Sada za razli¢ite indekse j; # j imamo
|30 — gU2))| Eﬁ + Ej‘;

M= g —ga =+ g — g

Otito je da iz ovoga mozemo dobiti gornju ogradu za |Y'| tako da izratunamo
gornju ogradu za sve razli¢ite indekse j; i jo i uzmemo najmanju ogradu jer ova
nejednakost vrijedi za svaku kombinaciju indeksa.

Ozna&imo tu gornju ogradu sa C, Sto Ce ustvari biti nasa konstanta Y5 i
pokaZimo kako ¢emo onda traZiti rjeSenja nade Thueove jednadzbe F'(X,Y) =m
za koja vrijedi Y} < |Y| < C. Kao 3to smo rekli takva rje$enja ¢emo dobiti iz
razvoja u verizni razlomak korijena jednadZbe g(£) = 0 i to ne bilo kojeg nego
to¢no definiranog s indeksom .

Neka je sada &' racionalna aproksimacija korijena £00) i to takva da vrijedi
1

(i0) < —
To naravno uvijek moZemo naéi. Nadalje, kao $to smo pokazali, jer je |Y| > Y7,
% je konvergenta razvoja u verizni razlomak broja £(°) i neka je ta konvergenta
Z—:. A neka je razvoj u verizni razlomak broja £00) dan sa £00) = [ag;ay, as, .. .].
Sada ¢emo koristiti jednu relaciju koju nije tesko dokazati, a koja vrijedi za kon-

vergente razvoja u verizni razlomak,

1

5
Ak+19%

‘g(m _ bk

(ak—i-l +2)q
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Koristedi to i & = £ imamo
73

1
<
(arsr +2)[Y]? = (aps1 +2)g;

qk

:‘g(io)_x'

|Y|"

|z ovoga odmabh slijedi da je a1 > 3 jer kad bi bilo ag 1 = 1 ili a1 = 2 imali
bi |Y| > (401)ﬁ Sto je nemoguce iz definicije broja Y;. Znad&i vrijedi a1 > 3,
a to nam daje sljedecu relaciju

1 1

Af+1 q,% 3(113 '

IN

‘é(io) _ Dx
qk

Iz te relacije dalje zaklju¢ujemo

io) _ Pk
qk

1 1 1
_l’_ R

< ¢ — glo)| 4 el 4+ < _
| | 6C% 3¢ ~ 23

g

A iz ovoga slijedi da je i,—( ne samo konvergenta razvoja u verizni razlomak broja
£00) ve¢ i broja &'
Nadalje vrijedi i sljedeca nejednakost

C1 C1

ST g

‘5(10 _ Yk

(Gk+1 +2)q

iz ¢ega slijedi relacija koja ¢e nama trebati

n—2
— 2.

Q41 >
C1

Ovu relaciju je lako provijeriti za sve k tako da vrijedi ¢, < C.
Sumirajmo na kraju cijeli postupak. Prvo za svaki realni korijen jednadZbe
g(&) = 0, £ nademo racionalnu aproksimaciju ¢’ takvu da vrijedi |¢/—£00)| < #.

Zatim tu racionalnu aproksimaciju razvijemo u verizni razlomak i neka je taj

razvoj dan sa & = [ag; a1, as,...,a;]. Tada promatrajmo sve konvergente zﬁ_’,
i=1,...,1 gdje je ¢ < C' < q41. Sada testirajmo sve takve konvergente na
uvjet
n—2
Qi1 > % — 2.
C1

| za sve konvergente koje zadovoljavaju taj uvjet provjerimo je lii F'(p;,q;) =m
Tako ¢emo nadi sva primitivna rjeSenja Thueove jednadzbe, dok se neprimitivna

lako dobiju na isti nacin (samo se m promijeni).
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